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Uberblick

Probleme im Voll-Dynamischen Fall
Einfihrung von Locally Historical Paths
Eigenschaften von LHPs
Algorithmus Fully-Dynamic APSP

Analyse: Korrektheit + Laufzeit

Dynamische APSP

» Geg.: Gerichteter Graph G=(V,E) mit nicht-
negativen Kantenkosten w(e)<R, sowie eine
Sequenz der folgenden Operationen:

— update(v,w’): andere die Kosten aller zu Knoten
v inzidenten Kanten zur neuen Kostenfunktion
w’ (verallgemeinerte Version von dyn. APSP)

— distance(x,y): gib die Distanz zwischen Knoten x
und y zuriick

— path(x,y): gib’den kiurzesten Weg von x nach y
aus, falls einer existiert.

Decrease-only APSP

Beobachtung: Algorithmus Increase-only APSP funktioniert
auch fiir Decrease-only Sequenzen mit gleicher Laufzeit
O(n? log n), denn

ein neuer LSP wg. Decrease in Vorwartsrichtung entspricht
einem Herausfallen eines LSP Weges bei Increase in
Ruckwartsrichtung.

Decrease-only ist jedoch einfacher I6sbar, denn:

alle neuen SPs nach update(v,w’) missen Uber v laufen
l6se ein SSSP von v zu allen anderen Knoten und

ein SSSP zu v von allen Knoten

Falls fur ein Knotenpaar die verschmolzepen Teilwege
kirzer sind als die vorherigen Wege vor Anderung, dann:
NEUER Weg gefunden!

Beispiel fur Worst Case
L L, L L, L, L, L, L,
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Kanten sind von links nach rechts gerichtet und besitzen kleine
Kantengewichte eps>0 so dass SP eindeutig und wie in Abb.

Update-Sequenz: Iteratives Einfligen und Entfernen von (u,v)
Betrachte: LSPs zwischen Knotenin L, und L,

— fiihrt zu 8(n3) Anderungen in der Menge LSP

— Aktualisierung von LS?P nach jedem Update zu teuer

Locally Historical Paths

Idee: Aktualisierung von LS7 nicht nach jedem Update

Betrachte vertex update auf v zur Zeit t":

— Laut Algorithmus Increase-only APSP werden in
cleanup() alle Wege aus DS entfernt, die v enthalten. In
fixup() werden diese wieder neu (korrekt) eingefligt.

— Betrachte nun einen neuen SP-Weg P(x—y)

Betrachte nun die Operation Decrease(w) von wgP(x—y) zum

Zeitpunkt t>t".

— Evtl. ist P(x—y) nun kein SP-Weg mehr




Locally Historical Paths
Idee: Aktualisierung von LS nicht nach jedem Update

X 1 = y
@

Sei P(x—vy) ein Weg in G zur Zeit t, und sei t'< t der
Zeitpunkt des letzten vertex updates von P(x—vy).

Wir bezeichnen P(x—vy) als historisch (historical) zur Zeit t,
wenn er im Zeitintervall [t",t] mindestens einmal kiirzester
Weg gewesen ist.

Locally Historical Paths

» Ein Weg P(x—z) heil}t ,Lokal Historischer Weg" (,Locally
Historical Path®, LHP) in G zur Zeit t, falls entweder
— P(x—z) aus einem einzigen Knoten besteht, oder
— jeder echte Teilweg von P(x—z) ein historischer Weg in
G zur Zeit tist.

» Achtung: LHP Wege missen nicht unbedingt irgendwann
LSP Wege gewesen sein.

» Denn: Im Gegensatz zu LSP, mussen die Teilwege nicht
zur gleichen Zeit kirzeste Wege sein. 8

Eigenschaften von LHPs (1)

Lemma: Bezeichnen SP, HP bzw. LIHP die Menge aller
SPs, HPs bzw. LSPs in G zur Zeit t in einer Sequenz von
Updates. Dann gilt: SP < HP c LHP.

Beweis: SP ¢ HP: aus Definition.

HP < LHP: Sei P ein HP zur Zeit t und sei t'st der Zeitpunkt
des letzten vertex updates auf P. Fir jeden echten Teilweg
PicP, sei t' <t'<t der Zeitpunkt des letzten vertex updates von
Pi.

Laut Def. war P mind. einmal kiirzester Weg im Intervall [t’,t].
Wegen der optimalen Teilweg Eigenschaft war P! auch mind.
einmal kirzester Weg im Intervall [t,t]2[t",t], also historisch
zur Zeit t. Daraus folgt HP S LHP.

Eigenschaften von LHPs (1)

Lemma: Bezeichnen SP, HP bzw. LIHP die Menge aller
SPs, HPs bzw. LSPs in G zur Zeit t in einer Sequenz von
Updates. Dann gilt: SP < HP c LHP.

LHP

Eigenschaften von LHPs (2)

» Sei G ein Graph mit Update-Sequenz .. Wenn zu jeder
Zeit t hdchstens z HPs zwischen jedem Knotenpaar
existieren und G(t) m Kanten besitzt, dann kénnen zur
Zeit t hochstens zmn LHPs existieren.

Beweis: Fixiere Kante (x,u) und einen Knoten y. Da jeder
echte Teilweg eines LHPs historisch sein muss, existieren
héchstens z historische Wege zwischen u und y.

Es gibt m Méglichkeiten zur Wahl der ersten Kante und n
Méglichkeiten zur Wahl des letzten Knotens.

Eigenschaften von LHPs (3)

» Sei G Graph mit einer Update-Sequenz 3 und seien x,y
zwei Knoten in G und sei a(P) der letzte Knoten-Update auf
Weg P und v(0) der dazugehdérige Knoten des Updates a.

Falls SP eindeutig sind, gilt fiir je zwei verschiedene
historische Wege P=P(x-y) und P'=P’(x-y) in G zu jeder
Zeit t: v(a(P)) * v(a(P")).

« Beweis Indirekt: Annahme: Es gilt Gleichheit.

« Beide Wege waren mind. einmal SP im Intervall [t(a(P)),t].
« Allerdings wird keiner im Intervall (t(a(P)),t] beriihrt

« Widerspruch zu: Eindeutigkeit von SP.




Eigenschaften von LHPs (4)

« Sei G Graph mit einer Update-Sequenz > und sei v ein
Knoten in G. Falls SP eindeutig sind und es zu jeder Zeit
héchstens z HPs zwischen jedem Knotenpaar gibt, dann:

— gibt es hochstens O(zn?) LHPs mit v als Endknoten.

Beweis: Betrachte Wege der Form (v,X,...,y): Es gibt O(n?)
M@églichkeiten fir x und y; es gibt <z verschiedene (x-y) HP
Wege.

Eigenschaften von LHPs (4)

« Sei G Graph mit einer Update-Sequenz > und sei v ein
Knoten in G. Falls SP eindeutig sind und es zu jeder Zeit
héchstens z HPs zwischen jedem Knotenpaar gibt, dann:

— gibt es héchstens 2z LHPs mit v als internen Knoten.

Beweis: Sei P Menge der LHP Wege der Form (x,...,v,...y)
und QP der Form Q= (x,...,V;,...,V,...y), Wobei v, ist der
letzte update vertex von Q; (auBer x,y).

Betrachte 9": Menge der Teilwege der Form (x,...,v,,...,v) in

Q Beh.: |QHQ]

Denn: Betrachte Teilwege der Form (v,v,...,y). Wenn es
verschiedene solche Wege gabe, dann Zeitpunkt des
letzten Updates aller solcher Wege war v, bzw. y.
Widerspruch zu vorherigem Lemma (S. 12).

Eigenschaften von LHPs (4)

» Sei G Graph mit einer Update-Sequenz > und sei v ein
Knoten in G. Falls SP eindeutig sind und es zu jeder Zeit
hochstens z HPs zwischen jedem Knotenpaar gibt, dann:

— gibt es héchstens 2z LHPs mit v als internen Knoten.

Beweis: Sei P Menge der LHP Wege der Form (x,...,v,...y)
und QP der Form Q= (x,...,V;,...,V,...y), wobei v, ist der
letzte update vertex von Q; (aufer x,y).

Betrachte 9": Menge der Teilwege der Form (x,...,v;,...,v) in
Q. Beh.: [Q=|Q'|. (gezeigt)

Ind. Annahme: |P>2z, dann o.E. | Q12| P2, also |9]>z.

Alle Wege in Menge Q' sind historisch zur Zeit t (s. Def. P).
Weil aber |9Q=|Q’| gibt es zur Zeit t mehr als z HPs zwischen
x und v in G. Widerspruch.

Eigenschaften von LHPs (5)

» Sei G Graph mit einer Update-Sequenz .. Falls SP
eindeutig sind und es zu jeder Zeit hochstens z HPs
zwischen jedem Knotenpaar gibt, dann ist die Anzahl der
Wege, die aus der Menge der LHPs per Update
herausfallen héchstens O(zn?).

Beweis: Ein Weg P kann nur durch vertex update an einem
Knoten in P aus LHP-Menge herausfallen.
Dann folgt die Behauptung direkt aus den Definitionen und
Eigenschaften von LHPs (4).

Eigenschaften von LHPs (6)

* Theorem: Sei G Graph mit einer Update-Sequenz >, und sei
m die maximale Kantenanzahl in G. Falls SP eindeutig sind
und es zu jeder Zeit hochstens z HPs zwischen jedem
Knotenpaar gibt, dann ist die Anzahl der Wege, die neu in
die Menge der LHPs per Update hineinkommt

— O(zmn) im Worst Case
— O(zn?) amortisiert iber Q(m/n) Update Operationen

Beweis: wie bei LSPs

Beispiel mit Q(n?) HPs
L

L, L n 3

—k+l=n/6 —

Kanten von links nach rechts gerichtet und Kosten 1 bzw. Bild.
Phase 1 (L,,L;): Phase 2 (L,Ls): Update-Sequenz: Ph1,Ph2,
(1) n+1 — n-1 (1) n-k — ntk

2)nt2 > n-2 (2) n-(k-1) > n+(k-1)

(k) n+k — n-k (%) n-1—n+l

Phase 1: (k+1)? Wege zwischen L, und L werden HP je
Decrease — fiihrt zu 6(k?) Anderungen in der Menge HP 1




Beispiel mit Q(n?) HPs
L L L

n 3 4 nk L L

=n/6 —

+—k+1

Kanten von links nach rechts gerichtet und Kosten 1 bzw. Bild.
Phase 1 (L,,L;): Phase 2 (L,Ls): Update-Sequenz: Ph1,Ph2,

(1) n+1 —n-1 (1) n-k—ntk Alle LHPs zu aktualisieren
(2) n+2 — n-2 (2 n-(k-1) = n+(k-1) kann zu lange dauern:
...... Q(n’) per Update

(k) ntk — n-k (k) n-1—->n+l

Phase 2: Q(k) neue LHP-Wege zwischen jedem Knotenpaar
per Increase — Q(n3) Anderungen

ldee: Glattung (Smoothing)

« Alle LHPs in DS zu halten kann zu lange dauern

« Aber auch: keine Information tber die Historie zu haben
(LSPs) kann auch zu lange dauern.

< lIdee: Finde eine L6sung, die dazwischen liegt:

* Reduziere die Anzahl der LHPs

« Dies gelingt durch ,Schein“-Updates (Cleanup Updates)
von Wegen.

« Idee: Transformiere die gegebene Update Sequenz Y in
eine geglattete Sequenz F(Y), die Cleanup-Updates enthalt.

« Ein Cleanup-Update andert die Kosten nicht.

« Es werden zur Zeit t immer ein Update und mehrere
Cleanup-Updates gemacht
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Datenstrukturen

* P(x,y): Menge aller LHPs von x nach y (in PrioQ)
* P*(x,y): Menge aller HPs von x nach y (in PrioQ)

« L(P(x,y)): Liste der méglichen P(x,y) path extension Wege
nach vorn (left), die LHP sind

* L*(P(x,y)): Liste der méglichen P(x,y) path extension Wege
nach vorn (left), die HP sind

¢ R(P(x,y)): Liste der mdglichen P(x,y) path extension Wege
nach hinten (right), die LHP sind

R*(P(x,y)): Liste der mdglichen P(x,y) path extension Wege
nach hinten (right), die HP sind

« t(v): Speichert fir jeden Knoten Zeitpunkt des letzten
Knoten-Updates

Algorithmus Fully-Dynamic APSP

Fully-Update(v,w")
* time « time+1
e t(v) « time
« Update(v,w")
* Fdr jeden Knoten ueV:
— Falls log,(time-t(u)) ganzzahlig ist: Update(u,w)

Wenn Knoten v zur Zeit t(v) einen echten Knoten-Update
hatte, dann erhélt er zu den folgenden Zeiten einen
Cleanup-Update:

t+1, t+2, t+4, t+8, .., t+2P
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Zur Erinnerung: Algorithmus Update()

Algorithmus Update(v,w’):
1. Cleanup(v): entfernt alle Wege, die v enthalten
2. Fixup(v,w’): Addiere alle neuen SP’s und LSP’s

Analyse Korrektheit

< Falls die kiirzeste Wege eindeutig sind, dann werden die
Mengen P(x,y) und P*(x,y) fur jedes Knotenpaar x und y
korrekt aktualisiert.

Beweis: genau wie fiir LSP letztes Mal.
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Analyse Laufzeit
« Sei 2 eine Update-Sequenz der Lange k. Die geglattete
Sequenz F(Y) hat die folgenden Eigenschaften:

— Es gibt pro Original-Update héchstens O(log k) von ihm
initiierte Schein-Updates (Cleanup-Updates).

— Die Graphen, die durch X und durch F(Y) produziert
werden sind gleich.

— Es gibt zu jedem Zeitpunkt héchstens O(log k) HPs
zwischen jedem Knotenpaar im Graphen mit Sequenz
F(2).

Beweis: Die ersten beiden Behauptungen sind klar.

Dritte Behauptung: z.z. ist: Seien P!,...,P? HPs zur Zeit t, dann
muissen z Updates d',...,0%€ 3. existieren mit
t(o?)+2 logttoi)) < t(gi*!) < t filir 1<i<z-1. (0.Bw.)
Daraus folgt z = O(log t) = O(log k) 2

Analyse Laufzeit

* In einer Update-Sequenz von Q(m/n) Operationen wird, falls
es zu jedem Zeitpunkt hdchstens z HPs zwischen jedem
Knotenpaar gibt, jede Update-Operation in O(zn?log n)
amortisierter Zeit durchgefiihrt.

« Der Speicherplatz betragt O(zmn).

Beweis: wie letztes Mal bei LSPs:
» Cleanup(v): maximal O(zn2?) LHPs kénnen durch v laufen;
pro Iteration O(log n): O(zn? log n)
* Fixup():
— Phase 1: O(n log n)
— Phase 2: O(n? log n)
— Phase 3: O(zn? log n) %

Analyse Laufzeit

* In einer Update-Sequenz von Q(m/n) Operationen wird jede
Update-Operation in O(n? log® n) amortisierter Zeit und jede
Distanz und Weg-Nachfrage in optimaler Zeit durchgefiihrt.

« Wegen der Glattung existieren bei einer Sequenz von k
Updates hochstens z=O(log k) HPs zwischen jedem
Knotenpaar zu jedem Zeitpunkt.

« Jeder Update Aufruf kostet O(n? log n log k) amortisierte Zeit

» Jeder Fully-Update Aufruf zieht O(log k) Update-Aufrufe
nach sich

+ Das sind insgesamt O(n? log n log? k)=O(n? log? n) fur jede
Sequenz der Lange k mit k ist polynomiell in n.

* Restart alle 8(n?) Operationen.

Neuere Entwicklungen

* Mikkel Thorup erreicht mit einer neuen Glattungs-Strategie
eine Laufzeit von O(n?(log n+log?(m/n)))

Offene Probleme

» Speicherplatzreduktion
* Fully-Dynamic Algorithms fiir Single-Source Shortest Path?
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