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Dynamische Algorithmen

« Ein dynamischer Algorithmus erhélt eine geg. Eigenschaft P

eines gewichteten Graphen wahrend dynamischer
Anderungen des Graphen, z.B.

— Einfiigen neuer Kanten,
— Entfernen von Kanten und
— Kosten-Anderungen der Kanten.

« Ein dynamischer Algorithmus sollte Anfragen auf
Eigenschaft P schnell beantworten kénnen, und

» Update-Operationen schneller bearbeiten als ein
statischer Algorithmus, der jedesmal alles von vorn
berechnen muss.

Dynamische Algorithmen

» Wir betrachten o.E. nur Kosten-Anderungen der Kanten.

< Ein dynamischer Algorithmus hei3t voll-dynamisch (full
dynamic) wenn er fur Erhéhungen als auch fir
Verminderungen von Kantenkosten geeignet ist.

» Sonst heildt er teil-dynamisch (partially dynamic).

Dynamische APSP

* Geg.: Gerichteter Graph G=(V,E) mit nicht-
negativen Kantenkosten w(e)<R, sowie eine
Sequenz der folgenden Operationen:

— update(v,w’): andere die Kosten aller zu Knoten
v inzidenten Kanten zur neuen Kostenfunktion
w’ (verallgemeinerte Version von dyn. APSP)

— distance(x,y): gib die Distanz zwischen Knoten x
und y zuriick

— path(x,y): gib’den kiurzesten Weg von x nach y
aus, falls einer existiert.




Historisches
Seit 1967 studiert:
— ,Highway Research®, ,Transport Network Theory“

King 1999:

— erster voll-dynamischer Algorithmus, der im worst case
schneller als der statische Algorithmus war;

— allerdings nur fiir ganzzahlige Kosten<=C;
— Laufzeit: O(n>5(C log n)°5) per update & optimal per Query

Demetrescu und Italiano 2003:

— erster voll-dynamischer Algorithmus ohne Einschran-
kungen, der im worst case schneller als der statische
Algorithmus ist

— Laufzeit: O(n? log® n) amort. per update & optimal per Query

Idee: mittels LSP

Locally Shortest Paths

* Ein Weg P(x—z) heil3t ,Lokal Kirzester Weg“ (,Locally
Shortest Path”, LSP) in G, falls entweder

— P(x—z) aus einem einzigen Knoten besteht, oder

— jeder echte Teilweg von P(x—z) ein kurzester Pfad in G
ist.

Locally Shortest Paths

Nach einem Update(v,w’) sind

 einige kurzeste Wege vor dem Update nicht mehr die
kirzesten nach dem Update

» andere Wege, die vorher nicht kiirzeste Wege waren,
werden jetzt die kiirzesten

» ZIEL: Finde die neuen kurzesten Wege

» Natirliche Kandidaten hierfiir: LSP 9

Algorithmus-ldee

Halte alle LSPs in einer Datenstruktur DS, so dass die
Ersatzpfade schnell gefunden werden kénnen.

Frage: Wie teuer ist die Verwaltung einer solchen DS?
— Wieviele LSPs kénnen per Update neu dazu kommen?
— Wieviele LSPs kénnen per Update herausfallen?

Definitionen

» Notation fir einen Weg: P(x—2)

¢ I(P(x—2)): Jlinker“ Teilweg, d.h. P(x—z) ohne Kante (y,z)
¢ r(P(x—z)): ,rechter” Teilweg, d.h. P(x—z) ohne Kante (x,I)
¢ LSP: Locally shortest path

« SP: Shortest path

Eigenschaften von LSPs

Beobachtung 1: Falls I(P(x—Y)) und r(P(x—Y)) SP sind, dann
ist P(x—Yy) ein LSP

Beobachtung 2: Bezeichnen S? bzw. LS? die Menge aller
SPs bzw. LSPs in G. Dann ist SP < LSP.

Lemma 2: Falls SP eindeutig in G sind, dann: Fir alle
Knotenpaare (x,y) gilt: die LSP-Wege von x nach y sind
kontendisjunkt (auRer Anfangs- und Endknoten Xx,y).

Beweis Indirekt: Annahme: Es existieren 2 LSP Pfade P!
und P2 durch den gleichen Knoten v#x,y.

Da jeder echte Teilweg von P(x,y) ist SP, also auch P(x-v)
und P2(x-v)
wegen Eindeutigkeit: P1(x—v)=P2(Xx-v).




Eigenschaften von LSPs

* Lemma 3: Falls SP eindeutig in G sind, dann kann es
héchstens mn LSPs in G geben.

* Lemma 4: Sei G Graph, der eine Sequenz > von Knoten
Updates durchlaufen hat. Falls SP eindeutig in G sind, dann
koénnen anlasslich eines ,increase” updates héchstens O(n?)
Wege aus der LSP Menge herausfallen (,stop being LSP*)

« Beweis: Ein Weg kann aus LSP herausfallen, nur wenn
durch den Update einer seiner Teilwege nicht mehr in SP
ist.

« Dies kann nur passieren, wenn dieser Teilweg den Knoten
v enthalt.

« Es gibt aber héchstens O(n?) LSPs, die v als internen
Knoten enthalten und héchstens O(n?) LSPs mit v als
Endknoten. 13

Eigenschaften von LSP’s

* Theorem 1: Sei G Graph mit einer Sequenz . von increase-
only update Operationen und sei m gréf3te Kantenanzahl in
G unter X. Falls SP eindeutig sind, dann ist die Anzahl der
Pfade, die durch eine increase-Operation neue LSPs
werden:
— O(mn) im Worst Case
— O(n?) amortisiert iber Q(m/n) Update Operationen.

* Beweis: O(mn) gilt, weil O(mn) die maximale Anzahl in G ist.

* Amortisierte Analyse (Sketch): zu jedem Zeitpunkt kdnnen
zwar theoretisch O(mn) LSPs neu entstehen; andererseits
kénnen hochstens O(n?) LSPs herausfallen; insgesamt
kénnen zu jedem Zeitpunkt héchstens O(mn) LSPs
existieren. Nach m/n Operationen kénnen also héchstens
per Operation O(mn/(m/n))=0(n?) LSPs neu entstanden
sein

Algorithmus Idee fur Incrase-Only

« Halte alle LSPs P(x—y) in Datenstruktur DS(x,y)

» Wg. Theorem 1 hat man O(n?) Anderungen per Update in
DS bei Q(m/n) Operationen

« Als DS wahle Prioritdtsschlange; Prioritat=dist()
+ O(log n) Kosten pro Weg-Anderung
* Insgesamt Laufzeit: O(n? log n)

Speicherung der Wege:

* P(x—y) Zeiger zu I(x,y) und r(x,y) (konstant viel
Speicherplatz)

« Das geht, wegen
— Eindeutigkeit von SP und
— optimaler Teilweg Eigenschaften 15

Datenstrukturen

« dist[x,y]: Matrix: Distanzen zwischen x und y
* P(x,y): Menge aller LSPs von x nach y (in PrioQ)
* P*(x,y): Menge aller SPs von x nach y (in PrioQ)

* L(P(x,y)): Liste der mdglichen P(x,y) path extension
Wege nach vorn (left), die LSP sind

« L*(P(x,y)): Liste der mdglichen P(x,y) path extension
Wege nach vorn (left), die SP sind

e R(P(x,y)): Liste der mdglichen P(x,y) path extension
Wege nach hinten (right), die LSP sind

* R*(P(x,y)): Liste der méglichen P(x,y) path extension
Wege nach hinten (right), die SP sind

Algorithmus Update()

Algorithmus Update(v,w"):
1. Cleanup(v): entfernt alle Wege, die v enthalten
2. Fixup(v,w’): Addiere alle neuen SP’s und LSP’s

Nach einer Operation Update(v,w’) hei3t ein SP (bzw. LSP)
NEU, wenn er vorher nicht SP (bzw.LSP) war oder er den
Knoten v enthalt.

Prozedur Cleanup(v)

Prozedur Cleanup(v):
Entfernt alle Wege aus DS, die in G \ {v} nicht mehr LSP waren
=== Entfernt alle Wege P(x,y), die v enthalten aus

P(x.y), P*(x.y), L(r(P(x.y))), L*(r(P(x.y))), RUP(X.Y))), R*(I(P(x.y)))-

Cleanup(v) kann realisiert werden durch:
1. Entferne alle Wege der Form P(u—v) und P(v—u)
2. Entferne rekursiv die dazugehérigen L() und R()-Wege




Prozedur Cleanup(v)

* InsertQ<{(v)}
« Solange Q*J:
— P < ExtractElem(Q)
— Fir jeden Weg P(x-y) € L(P) U R(P)
¢ InsertQ < P(x-y)
« Entferne P(x-y) aus P(x,y), L(r(P(x,y))) und R(I(P(x,y)))
« Falls P(x-y) € P*(x,y), dann

— Entferne P(x-y) aus P*(x,y), L*(r(P(x,y))) und
R*(I(P(x.,y)))-

Prozedur Fixup(v,w")

Phase 1:

Fir alle u#v:

o wW(u,v)<w (u,v); w(v,u)<w(v,u)

« Falls w(u,v)<M dann:
— setze w((u,v)), I((u.v))<(U);r((u.v)) < (V)
— addiere (u,v) zu P(u,v), L((v)), R((u))

« Falls w(v,u)<M dann:
— setze w((v.u)), I((v,u))<(v);r((v,u)) < (u)
— addiere (v,u) zu P(v,u), L((u)), R((v))

Alle LSP’s der Lange 1 werden zu DS hinzuaddiert
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Prozedur Fixup(v,w")

Phase 2:
H«J
Fir jedes Knotenpaar (x,y):

— addiere den Weg P(x-y) € P(x,y) mit den kleinsten
Kosten zu H

Phase 3:
Solange H #&: ExtractMinH <« P(x-y)
Falls P(x—y) der erste extrahierte Weg fiir das Paar (x,y) ist:
Falls P(x-y) ¢ P*(x,y)
— Addiere P(x-Y) zu P*(x,y), L*(r(P(x,y)) und R*(I(P(x,y))
— Fur jeden Weg P(x'—b) € L*(I(P(x~y))) //kombiniere alle LSPs
* P(X'>y) « (X" X)P(x-y)
* W(P(X">y)) « W(X',x) + W(P(x~Y))
* I(P(x">y)) < P(x=b); r(P(x">y)) < P(x-y);
« Addiere P(x"->y) zu P(x",y), L(P(x,y)), R(P(x",b)) und H
— Fir jeden Weg P(a—y’) € R*(r(P(x-y)))
* P(x=y) < P(x=y)(v.y)
* W(P(x=Yy")) « W(P(x-y)) + w(y.y")
* I(P(x-y")) « P(x-y); r(P(x-y)) « P(a>y");
« Addiere P(x-y") zu P(x,y"), L(P(a,y")), R(P(x,y)) und H

Analyse Korrektheit

« Invariante: Falls die kiirzesten Wege eindeutig sind, dann
ist fur jedes Knotenpaar x und y in G der erste (x,y)-Weg,
der aus H in Phase 3 von Fixup() extrahiert wird ein
kirzester Weg.

« Annahme: Invariante ist (erstes Mal) verletzt bei Pfad
P’ (x-y). Sei P(x-y) SP zwischen x und y.

« Offensichtlich P(x-y) ¢ H und ¢P(x,y) (sonst Phase 2 in H)
» Also ist P(x-Y) ein neuer LSP mit Lange >1 (wg. Phase 1)

¢ I(P(x~y)) und r(P(x-Yy)) mussen neue kirzeste Wege sein;
einer davon war zu Beginn von fixup() nicht in P*

* I(P(x-y)) oder r(P(x-Yy)) wurden vor der falschen Extraktion
(s.0.) aus H extrahiert (weil geringere Kosten)

« dort wurde dann auch P(x—y) gebildet und zu H addiert

Analyse Korrektheit

« Falls die Operation ein increase war und die kirzeste Wege
eindeutig sind, dann werden die Mengen P(x,y) und P*(x,y)
fur jedes Knotenpaar x und y korrekt aktualisiert.

« Cleanup(): o.k.
* Wird jeder neue LSP gebildet? Léange 1: 0.k. Lange>1:

¢ P(x-y) muss neu gebildet werden, wenn beide, I(P(x-Y))
und r(P(x-Yy)) SP sind aber mind. einer davon nicht im alten
P* war.

< Irgendwann wird (0.E.) I(P(x-Y)) extrahiert; dann wird
1(P(x~Yy)) kombiniert mit r(P(x-y)) € R*(r(I(P(x~Yy)))) um
P(x-Y) zu bilden und zu H zu addieren.
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Analyse Laufzeit

In einer Increase-only Sequenz von Q(m/n) Operationen
wird jede Update Operation in O(n? log n) amortisierter Zeit,
und jede Distanz und Weg-Anfrage in optimaler Zeit
durchgefuhrt.

Da P(x,y) in Priority Queue gehalten wird: Abfrage: O(1)
Cleanup(v): maximal O(n?) LSPs kénnen durch v laufen; pro
Iteration O(log n): O(n? log n)

Fixup():

— Phase 1: O(n log n)

— Phase 2: O(n? log n)

— Phase 3: O(n?log n)

Ende der VO
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