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Uberblick

Dijkstra fur APSP mit LSP
Beispiel

Korrektheitsbeweise




Interleaved Dijkstra fur APSP

« Sei dist( , ) die Distanzmatrix
* w(u,v) seien die Kosten fur jede Kante (u,v)eE
* Initialisierung:

— Setze Prioritatswarteschlange Q=g

Annahme: Die kurzesten Wege sind eindeutig,
d.h. es gibt nur jeweils einen kurzesten (x,y)-Weg
zwischen jedem Knotenpaar.




* Fur jedes Knotenpaar (x,y):
— Falls (x,y)€E: dist[x,y]«w(x,y) Sonst dist[x,y]=M
— InsertPrioQ( (x,y) , dist[x,y] )
« Solange Q*J:
— (x,y)<ExtractMinQ()
— Fir jede Kante (y,z)<E, die y verladt: %
« Falls dist[x,z]>dist[x,y]+wW(y,z):
— dist[x,z]«dist[x,y [+ W(Y,2);
— DecreasePrioQ( (x,z) , dist[x,z] )
— Fur jede Kante (z,x)€E, die nach x zeigt: %
* Falls dist[z,y]>W(z,x)+dist[x,y]:
— dist[z,y |«wW(z,x)+dist[x,Y];
— DecreasePrioQ( (z,y) , dist[z,y] )
* Return dist[] % = edge relaxation
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ldee zur Reduktion

Mussen tatsachlich alle Kanten (y,z), die y
verlassen getestet werden?

Nicht, wenn diese nicht zu einem kurzesten Weg
von x nach z gehoren konnen.

Jeder Teil-Weg eines kurzesten Weges ist ein
klrzester Wegqg.

Wenn P(x—z) kurzester Weg ist, dann mussen
auch P(x—y) und P(1—z) klrzeste Wege sein.




ldee zur Reduktion

Mussen tatsachlich alle Kanten (y,z), die y
verlassen getestet werden?

IDEE: Teste den Weg P(x—z) erst dann, wenn
man weil}, dass beide Teilwege P(x—y) und
P(1 — z) kurzeste Wege sind.

Dann ist P(x—z) ein Locally Shortest Path.

Wenn P(x—z) kurzester Weg ist, dann mussen
auch P(x—y) und P(1—z) klrzeste Wege sein.




ldee zur Reduktion

* Mussen tatsachlich alle Kanten (y,z), die y
verlassen getestet werden?

* Ein Weg P(x—z) heildt ,Lokal Kurzester Weg"“ (,Locally
Shortest Path®, LSP) in G, falls entweder

— P(x—z) aus einem einzigen Knoten besteht, oder

— jeder echte Teilweg von P(x—z) ein kurzester Pfad in G
ist.




Anderung des Algorithmus

* Mussen tatsachlich alle Kanten (y,z), die y
verlassen getestet werden?

Fur jedes Knotenpaar (x,y) halte Listen R, und L,
R,,:= { (v,2) mit P(x—>z)=P(x—y)(y,2) ist ein kirzester Weg}
L,,:= { (zx) mit P(z—y)=(z,x)P(x—y) ist ein klrzester Weg}

» Diese Listen konnen gleichzeitig mit ExtractMinQ()
aufgebaut werden

* Teste nur Kanten in R,, und L,, in Schritten *




Algorithmus APSP-LSP

Datenstrukturen:

dist[x,y]: Matrix: Distanzen zwischen x und y
pred(x): Array: Vorgangerknoten von Knoten x im Weg P(x,y)
succ(x): Array: Nachfolgeknoten von Knoten x im Weg P(x.y)

ListL(x,y): Matrix: Liste der moglichen P(x,y) path extensions
nach vorn (left)

ListR(x,y): Matrix: Liste der moglichen P(x,y) path extensions
nach hinten (right)

Initialisierung:

— Setze Prioritatswarteschlange Q=9

Annahme: Die kurzesten Wege sind eindeutig, d.h. es gibt nur
jeweils einen kurzesten (x,y)-Weg zwischen jedem Knotenpaar.




* Fur jedes Knotenpaar (x,y):
— Falls (x,y)<E: dist[x,y]<w(x,y) Sonst dist[x,y]=M
— InsertPrioQ( (x,y) , dist[x,y] )
« Solange Q*J:
— (x,y)<ExtractMinQ()
— lesuce(x); repred(y);
— AppendListL(l,y)«X;
— AppendListR(X,r)«y;
— Fur jede Kante (z,x) in ListL(x,r):
* Falls dist[z,y]>wW(z,x)+dist[Xx,y]:
— dist[z,y]«w(z,x)+dist[x,y];
— DecreasePrioQ( (z,y) , dist[z,y] )
— Fir jede Kante (y,z) in ListR(l,y):
* Falls dist[x,z]>dist(x,y)+w(y,z):
— dist[x,z]«dist[x,y]+W(y,2);
— DecreasePrioQ( (x,z) , dist[x,z] )
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Teste: L(a,a) und R(b,b):

12

12



4 MMM

0 M6 M

3

0 |12 |14 MM

0

a

Teste: L(d,d) und R(e,e):
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Teste: L(s,s) und R(a,a): P(s—a — b)
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Teste: L(s,s) und R(b,b):
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D|s |a |b |c |d |e
s |0 |3 |4 |7 (MM
a 0 2 |4 |9 M
b 0 [ M|6 |M
C 0 |5 7_
d 0 |2

Teste: L(c,c)und R(d,d):a—-c—d,c—>d—e
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D|s |a |b |c |d |e
s |0 |3 |4 |7 10|M
a 0 |2 |4 |8 |M
b 0 [M|6 |8 |
c 0 |5 |7
d 0 |2

Teste: L(b,b)und R(d,d):s > b—-d,a—b—-d,b—>d—e

L |s |a |(b |c |d |e R |s |a |[b |c |d |e

S S |b,a

a S a c,b

b s,a b d

C a C d

d b,c d e

e d e
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D s |a |b |c |d |e
s (0 (3 |4 (7 |10|M
a 0 |2 |4 |8 |M
b 0 IM|6 |8
Cc 0 |5 |7
d 0 |2

Teste: L(s,a) und R(a,c): NICHT: s - a—c—d, s—>a—c—e

L |s |a |(b |c |d |e R |s |a |[b |c |d |e
S s |bajlc
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b s,a b d
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D|s |a |b |c |d |e
s |0 |3 |4 |7 |[10|M
a 0 |2 |4 |8 |M
b 0 IM|6 |8
C 0 |5 |7
d 0 |2

Teste: L(c,d) und R(d,e): NICHT: a - c—d — e

L |s |a |(b |c |d |e R |s |a |b e

S s |bajc
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D s |a |b |c |d |e
s (0 (3 |4 (7 |10|M
a 0 |2 |4 |8 |M
b 0 IM|6 |8
Cc 0 |5 |7
d 0 |2

Teste: L(a,b) und R(b,d): NICHT:2a - b—d - e,s —>a—b—d

L |s |a |(b |c |d |e R |s |a |[b |c |d |e
S s |bajc

a S S a c,b|d

b s,a a b d

C a C d

d b,c|c d

e e
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D s |a |b |c |d |e
s |0 |3 |4 |7 |[10|M
a 0 (2 (4 |8 10
b 0 IM|6 |8
Cc 0 |5
d 0

d
Teste: L(b,d) und R(d,e):a - b—d —¢e, NICHT:s - b —>d— e
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D|s |a |b |c |d |e
s |0 |3 (4 |7 [10]12
a 0 [2 |4 [8 |10
b 0 [M|6
C 0 |5
d 0
Teste: L(a,d)und.R(b,e): NICHTs—>a—>b—>d—>e
L |s |a |(b |c |d |e R |s |a |b d |e
S s |ba|c |d
a S S a c,b|d e
b s,a s,ala b d e
C a C e
d b,c|b,c||d e
e d e 24
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Analyse: Beobachtungen

Beob1: Jeder kurzeste Weg P(x,y) der Lange mind. 1
gehort zur Liste ListL(L,y) und zur Liste ListR(x,r).

Beob. 2: Durch LSP-Restriktion geht kein kurzester
Weg verloren.

Denn: Sei x—1 — ... —» r — y ein kurzester Weg.

Annahme: 1 — ... — y wird zuerst aus Q extrahiert,
dann: AppendListR(Lr) —vy.

Wenn dann spater x — ... — r bei Q extrahiert, dann
wird aufgerufen: edge relaxation von ListR(Lr).
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Analyse: Korrektheit

Theorem: Nach Ablauf des Algorithmus APSP-LSP enthalt
dist() fur alle Knotenpaare die korrekten Distanzen.

Beweis: Ind.Beginn: wahr fur klrzeste Wege der Lange 1.
* Ind.Ann: wahr fur kirzeste Wege der Lange <=k-1
* Ind.Schritt: z.z.: wahr fur Wege der Lange k:
— Betrachte kurzesten Weg der Lange k: x—l — ...—»>r—y
— wahr fur Teilwege x—1— ...—»>rundl— ... > r—y
— 0.E: seil — ...— r — y zuerst extrahiert, dann wird y in
ListR(Lr) eingetragen
— spater wird x—1 — ...— r extrahiert, dann werden bei (%)
alle Elemente in ListR(l,r) getestet, u.a. auch y: also der

Weg x—1 — ...— r — y und erhalt somit korrekte Distanz.
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Analyse: Laufzeit

Lemma: Im Schritt ,edge relaxation“ werden nur LSPs
getestet.

Annahme: Der Weg x—1 — ... > r—y sei kein LSP.

Dann ist entweder x—1 — ... > r oderl — ... r — y kein
kUrzester Weg. Ann: letzterer.

Dann wird dieser nie in ExtractMinQ() extrahiert, d.h. y wird
nicht in ListR(l,r) eingetragen.

Falls irgendwann der kurzeste Weg x— ... — r extrahiert
werden sollte (falls dieser klrzester Weg ware), dann ist y
nicht in ListR(Lr) enthalten, dies ware aber die einzige

Moglichkeit gewesen, den Weg nach y zu verlangern, d.h.
umx—l — ... - r —yzu testen.
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Von Engineering zu Theorie

* Implementierungen:
http://www.dis.uniroma.it/~demetres/experim/dsp/

» Entdeckung: LSPs sind bei dynamischen Graphen
hilfreich!

* — neuer Algorithmus mit asymptotisch bester
Laufzeit: Nachste VO
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