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Anzahl der Ungleichunge
8
20
40
910
87.472
8 >488.602.996

-
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Tabelle 3.1: Anzahl der Ungleichungen des LOP-Polytopsfi 8

3.4 Exakte Verfahren fur (Gemischt-) Ganzzahlige Opti-
mierung

Dieser Abschnitt diskutiert die erfolgreichsten exaktesilingstechniken fur viele
NP-schwierige kombinatorische Optimierungsprobleme (gaanischt-) ganzzahlige Opti-
mierungsprobleme: Schnittebenenverfahren und deren Katidn mit Brach-and-Bound
Verfahren, namlich Branch-and-Cut Verfahren. Die Veréahhaben gemeinsam, dass sie
(gemischt-) ganzzahlige Optimierungsprobleme mit Hilfen Minearer Programmierung
l6sen.

Abbildung 3.10 zeigt den Zulassigkeitsbereich eines galnigen linearen Programms (die
schwarzen Punkte). Wenn wir nun die Ganzzahligkeitsbegiiggn weglassen, erhalten
wir die sogenannteP-Relaxierungles ILPs. Diese definiert ein Polyeder (hier ist dies ein
Polytop). Die optimale Losung der LP-Relaxierung wird amee Ecke des dazugehorigen
Polytops angenommen. Im allgemeinen ist diese nicht-gdrizz Um nun zu einer
ganzzahligen (also zulassigen Losung zu kommen), kammziia runden. Allerdings ist
es meist nicht trivial, um durch Runden wieder zu einer ggifen Losung zu kommen, die
alle Ungleichungen erfullt.

Abbildung 3.10 zeigt, dass selbst wenn das Runden gelingtedeichte Losung im
allgemeinen nicht optimal ist. Die folgenden Abschnittegea, wie man lineare Program-
mierung systematisch zur exakten Losung (gemischt-) zgniger Programme benutzen
kann.

3.4.1 Branch-and-Bound flr Gemischt-Ganzzahlige Optingrung

In diesem Abschnitt geben wir eine KurzeinfuhrungBranch-and-Bound/erfahren. Mit

Branch-and-Bound bezeichnet man eine allgemeine KlaseeVeofahren, die generell
fur eine weitere Klasse von Problemen einsetzbar sind.pbizipielle Idee ist einfach
(wenn nicht gar trivial). Die praktische Umsetzung erfotdallerdings weitergehende
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Abbildung 3.10: Ganzzahlige Optimierung

Uberlegungen und effiziente Datenstrukturen.

Die Bestandteile eines Branch-and-Bound-Verfahrens sind
e ein Schema zur Zerlegung eines Problems in Teilprobleme.
e \erfahren zur Berechnung oberer und unterer Schranken.

Wir betrachten im folgenden Maximierungsprobleme.

Das Vorgehen eines Branch-and-Bound-Verfahrens ist dgeride. Man versucht zunachst
das gegebene Problem zu losen. Hierbei liefern Relaxgemimbere Schranken und zulas-
sige Losungen untere Schranken. Fallen die Schrankemzoes, so ist das Problem (be-
wiesenermal3en) optimal geldst. Gelingt dies nicht, so dé&s Problem so in Teilprobleme
zerlegt, dass die Gesamtheit der Losungen der TeilprabtisnLosung des Ausgangspro-
blems ergibt. Ein solches Teilproblem wird geldst durch:

(a) Bestimmen einer optimalen Losung oder
(b) Feststellung der Unzulassigkeit oder

(c) Bestimmung einer oberen Schranke, die nicht besserialsisher beste gefundene
Losung ist oder

(d) Zerlegung in weitere Teilprobleme.

Bei endlicher Losungsmenge untegrniinftiger Aufteilungsstrategie ist klar, dass dieses
Verfahren zum Ziel fuhrt.
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Abbildung 3.11: lllustration eines Branch-and-Bound Basm

Dem Ablauf des Verfahrens lafit sich in naturlicher Weigse sogenannt®ranch-and-
Bound-Baumzuweisen. Jeder Knoten reprasentiert ein Teilproblene (iurzel das
Ausgangsproblem) und die direkten Nachfolger eines Kreo@arisprechen der Zerlegung
des zugehorigen Problems. Die Blatter des Baumes reptiiasen Probleme, die im obigen
Sinn (Fall (a) bis (c)) gelodst wurden. Ein Branch-and-BadWerfahren ist so organisiert,
dass in jedem Schritt folgendes gilt: Eine zulassige bgst gehort entweder zu einem
bereits gelosten Teilproblem oder ist zulassige Losenges noch nicht bearbeiteten
Teilproblems.

Abschliel3end ist zu sagen, dass man typischerweise beicdeing schwieriger ganzzahli-
ger oder kombinatorischer Optimierungsprobleme letdtelmdim ein Branch-and-Bound-
Verfahren nicht herumkommt. Durch fortgeschrittene Taodm (z.B. mittels Schnittebe-
nenverfahren) zur Behandlung der Teilprobleme kann maGdie des Baumes drastisch
reduzieren und erhebliche Rechenzeitersparnis erzielen.

3.4.2 Schnittebenenverfahren

Schnittebenenverfahren, im englisch€ntting Plane Methodgenannt, gehoren zu den
erfolgreichsten Verfahren zur Losung (gemischt-) gahligar Optimierungsprobleme.

Wir haben am Beispiel des LOP-Polytops (s. Abschnitt 3.3)kit® gesehen, dass es
unmoglich ist, eine vollstandige Beschreibung des assten Polytops durch Ungleichun-
gen zu erhalten. In der Praxis hat sich ausserdem heraebgekiss es meist genugt, nur
einen kleinen Teil der Ungleichungen zu benitzen.

Die Schnittebenenverfahren machen sich dies zunutze. Migdegende Idee dahinter ist
es, mit nur einer kleinen Teilmenge der Restriktionen zurbesn, dann das resultierende
LP zu l6sen. Man erhalt einen Losungspunkt. Nun mufl3 marfepr ob dieser bereits flr
alle Restriktionen zulassig ist. Falls dies so ist, sind bareits optimal (denn wir hatten
Restriktionen weggelassen, die wir aber anscheinend behdtigt hatten, denn sie sind
sowieso erfullt). Andernfalls finden wir eine Restriktjatie an dem jetzigen Losungspunkt
verletzt ist.
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Wir betrachten das Beispiel in Abbildung 3.12. (Dies isttfdas gleiche wie in Abbil-
dung 3.10, jedoch mit geanderter Zielfunktion.) Wir nelmnam, dass wir nur die beiden
Restriktionen (1) und (2) in unser LP nehmen. Die optimatesurig liefert den Punkt
z1. Dieser verletzt jedoch die Restriktion (3), die wir zuhgicweggelassen hatten. Im
nachsten Schritt nehmen wir also genau diese Restrik8przy unserem LP hinzu und
re-optimieren. Durch diese Hinzunahme wird der Punkton dem neuen Zulassigkeitsbe-
reich abgeschnitten. Wir erhalten den neuen Losungspunider nun alle Restriktionen
erfullt, also Teil des Polytops ist. Die zu (3) gehorigepgdyebene bildet ein8chnittebene
durch den alten Zulassigkeitsbereich. Deswegen heiltaetéshrenSchnittebenenverfahren

©

Zulassige,
Lésungen

Zielfunktion

Abbildung 3.12: Schnittebenenverfahren: Ungleichungerden nacheinander addiert

Idee von Schnittebenenverfahren
0. Starte mit einer Teilmenge der Restriktionen (z.B. nurwiwialen0 < z < 1).
1. LoseLP, seiz* die gefundene Optimallosung.

2. Entscheide, ob es weggelassene Restriktiahen< a, gibt, so dasa’z* > ay.
Falls nein: STOP (Relaxierung gelost).
Falls ja: Bestimme solche, fluge sie z& hinzu und gehe zu 1.
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Die in 2. zu ldsende Aufgabe heil3t dasparationsproblem

Definition: Das Separationsproblerist das folgende: Gegeben ist ein Pumke R” und
ein PolytopP. Bestimme, obt € P, und fallsz ¢ P, finde eine Restriktiom’z < ay,
die fur alle Punkter € P gultig ist, jedoch fur den Punkt verletzt ist, d.h. fur alle Punkte
x € P muB gelteru”z < ag, und furz muR gelterw” z > ay.

Beispiel LOP: Kdnnen wir das Separationsproblem fur das relaxierte {IFORtop losen?
Wir nehmen an, dass wir nur mit den Ungleichungen (3.40)rvesm und das dazugehorige
LP losen. Das heif3t, wir beginnen mit dem System:

max ¢ (3-42)
0<z, <1 V(uv)eAu<wv (3.43)

und losen das Separationsproblem fur die Klasse der 3a#s Kingleichungen:
0< 2y + Tow —Tuw <1 Vu<v<weV (3.44)

Optimierung Uber den Restriktionen (3.43) liefert einguimalen Punktz. Konnen wir
also in polynomieller Zeit herausfinden, ob der Punkthon fur das relaxierte LP-Polytop
zulassig ist, oder falls nicht, kdbnnen wir dann eine Urdlang finden, diec abschneidet,
ohne jedoch einen zulassigen LOP-Punkt abzuschneiden?

Die Antwort ist ja: denn wir kdnnen der Reihe nach alle Uigflangen aus der Menge
(3.44) ausprobieren, denn es gibt hochstens?®) 3-er Kreise, also auch hochstens soviele
Ungleichungen dieser Klasse. In jede d¥mn?) Ungleichungen missen wir einfach nar
einsetzen, um zu sehen, ob die Ungleichung am Puektullt oder verletzt ist. Sobald wir
eine verletzte Ungleichung gefunden haben, haben wir dpar&gonsproblem gelost. Wir
fugen die gefundene Ungleichung (*) zu unserem LP hinzd, aptimieren neu. Der neue
optimale Punkt muf3 vom bisherigen Punkt abweichen, dentJdgdeichung (*) mul3 ja
nun erfullt sein.

Der folgende Satz zeigt die polynomieliguivalenz von Optimierung und Separierung.

SaTz 3.2 (Grotschel, Lovasz, Schrijver 1981)

Wir kdnnen eine lineare Zielfunktion Uber einem Polyt@mgu dann in polynomieller Zeit
l6sen, wenn wir das dazugehorige Separationsproblerlympmieller Zeit [6sen kdnnen
(ohne Beweis).

Beispiel Acyclic Subgraph: Eng verwandt mit denLinear Ordering Problemist das

Acyclic Subgraph ProblenHier ist ein gerichteter Graph = (V, A) mit Bogengewichten
c. € R* gegeben, und gesucht ist der Teilgraph maximalen Gewidbtskeine gerichteten
Kreise enthalt. Dascyclic Subgraph Problenst i.A. NP-schwierig.
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Die ILP-Formulierung ist sehr ahnlich wie die Formulieguthes LOP-Problems. Allerdings
haben wir hier keinen vollstandigen Graphen gegeben,deh Ausschlufl3 von 3-er Kreisen
ist hier nicht genug. Hier miissen die Ungleichungen tiséh alle gerichteten Kreise i@
ausgeschlieRen. Die Formulierung ist die folgende:

max Y CunTuy (3.45)
uvEA
Z Tuy < |C|—1 V¥V gerichteten Kreis€'in G (3.46)
uveC
0 < ZTyp <1 vV (u,v) € A (3.47)
T €EZ vV (u,v) € A (3.48)

Im allgemeinen kann es in einem Graphen exponentiell vialeidé geben. D.h., die
Kreis-Ungleichungen (3.46) sind i.A. exponentiell vielgs zur Folge hat, dass man diese
Ungleichungen nicht von vornherein einem LP-Loser gelmamk

Obwohl das relaxierte LP (also nach Weglassen der Gangkaftsbedingung) exponentiell
viele Ungleichungen besitzt, kann es in polynomieller Zgbtost werden. Dies geht mit
Hilfe des obigen Satzes, di&quivalenz von Optimierung und Separierung. Denn das
Separationsproblem kann fir diese Klasse von Ungleichiniplgendermal3en gelost
werden.

Wir nehmen an, dass wir zunachst das LP losen, das nur au§agleichungen (3.47)
besteht. Wir erreichen den optimalen Punkt des L.R&/ie konnen wir nun fur diesen Punkt
und fur die Klasse der Kreisungleichungen das Separgtrobem losen?

Wir schreiben die Ungleichungen zunachst um:
Y aw C-16(C01 =) zw>1e > (1-xw) >1
wel uveC uveC
Unser Ziel ist es, einen KreiS zu finden, dessen Ungleichung
uveC
am Punktz verletzt ist, d.h., wir wollen einen Kreis finden, fur deft gi
> (1= Zw) < L.
uveC

Dies ist gleichbedeutend, in dem Graphen, in dem die Gewichtdurch neue Gewichte
1 — 7z, ersetzt werden, nach einem Kreis zu suchen, der, wenn marBatien darin
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aufaddiert, weniger als 1 ergibt.

Eine einfache Beobachtung ist nun: wenn der kiirzeste Kesigiglich dieser Gewichte die

Ungleichung nicht verletzt (d.h. die Summe der Werte istf3gr gleich 1), dann existiert

auch kein anderer Kreis, der die Ungleichung verletzt. Walber der kirzeste Kreis die

Ungleichung verletzt, dann haben wir eine Kreisungleighgemal dem Separationspro-
blem gefunden, die wir im nachsten Schritt zu unserem LRumnehmen konnen. D.h.,

selbst wenn wir die Suche auf den kiirzesten Kreis beskbratsen wir auf jeden Fall das

Separationsproblem.

Wir suchen also einen kirzesten Kreis in einem gewichtg@ithteten Graphen. Dieses
Problem teilen wir in|A| Probleme auf, die jeweils einen kiirzesten Kreis suchengide
bestimmte Kantef € A enthalt. Dazu fuhren wir fur jede Kantg € A die folgenden
Schritte aus:

(a) Fixiere die Kante = (i, )

(b) Berechne den kiirzestéj i)-Weg in D bezuglich der neuen Kantenkoster z,,, fur
alle Kanten(u,v) € A. Dieser bildet zusammen mit der Kante= (i, j) einen Kreis,
der f enthalt.

(c) Falls die Weglangél” plus das Gewichfl — z;;) der Kantef = (i, j) kleiner als 1
ist, dann haben wir eine verletzte Ungleichung gefundes. Bgparationsproblem ist
gelost.

(d) Sonst: ist dies der Beweis, dass keine verletzte Kreigitichung, dief enthalt exis-
tiert.

Sobald wir eine verletzte Kreisungleichung fur eine Kagitgefunden haben, fugen wir
diese zu unserem LP hinzu und re-optimieren. Wir erhaltee andere Losung, fur die wir
wiederum das Separationsproblem losen missen. Diesemagin solange, bis wir einen
Punkt erreichen, fur den keine verletzte Ungleichung geém wird. Dann wissen wir, dass
wir das assoziierte Optimierungsproblem gelost haben.

Wir haben also das relaxierfeyclic SubgraphP in polynomieller Zeit gelost, obwohl es
exponentiell viele Ungleichungen besitzt.

Ein anderes, sehr berihmtes Beispiel, ist das Handluisgaenproblem Traveling
Salesman ProblenTSP), das wir im folgenden betrachten werden.

Beispiel TSP: Gegeben ist ein vollstandiger Gragty, = (V, E) mit Kantengewichten
c € R”, gesucht ist eine Rundtour (bzw. Tour oder Hamiltonkreas, sind Kreise, die jeden
Knoten genau einmal besuchen) minimalen Gewichts.
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Zunachst finden wir eine ILP-Formulierung fur das TSP. Mienge der zulassigen Losun-
gen ist die Menge aller Touren iff,,. Als Variable wahlen wir die Menge der Kanten in
K,,. Jeder Tour entspricht also ein 9/1-Vektoe R” und umgekehrt. Wir assoziieren mit
der Variablenz, einen Wert von 1 genau dann, wenn die Kantkeil der Tour ist;z, = 0
bedeutet, dass diese Kante- (u, v) nichtTeil der Tour ist.

Was zeichnet nun Touren aus? Touren besuchen jeden Knatan gimal. D.h., die Anzahl
derjenigen zw inzidenten Kanten in einer Tour ist genau 2. Dies fuhrt zufdégenden

Gleichung fur jeden Knoten € V. Dabei istd(v) die Menge aller zw inzidenten Kanten.
x(d(v)) bezeichnet die Summe aller Weritg deren Kanten sich iti(v) befinden.

z(d(v)) =2 furalleveV

Diese Gleichungen hei3&rad-GleichungenDie Gleichungen alleine gentigen noch nicht,
um Touren zu charakterisieren. Eine wichtige Bedingung ndich fehlt, ist die Eigenschaft
des Zusammenhangs. Wenn man eine beliebige T@egeben hat, und eine Knotenmenge
W C V und alle Kanten betrachtet, die in der Knotenmenigebeginnen und aulR3erhalb
W enden, dann miussen davon mindestens zwei Kanten Teil vegin. (Manche Touren
enthalten auch 4 oder mehrere Kanten davon, aber es gibffaucén, die nur zwei Kanten
enthalten). Dies fuhrt zu den sogenann®ibtour-Eliminations-Ungleichungen

z(S(W)) >2 furalleW CV,W £0,W £V

Ein Schnitté (1) einer Knotenmeng®” C V' bezeichnet alle Kanten, die einen Endknoten
in W, und einen Endknoten auf3erhalb vidn besitzen.z(6(W)) bezeichnet die Summe
aller Wertez,, deren Kanten sich im Schnit{1V') befinden.

Zusammengefalit entsprechen die zulassigen Losungdis@eProblems genau den Losun-
gen des Systems:

min ¢’z (3.49)
z(d(v)) =2 furallev e V (3.50)
2(S(W))  >2  furalleW CV,W £0,W £V (3.51)
0<z. <1 furallee € £ (3.52)
z. €{0,1} furalleeec FE (3.53)

D.h., die Menge der zulassigen Losungen dieses ILPs raispn genau den charakteristi-
schen Vektoren von Touren. Eine Optimalldosung ist charadtischer Vektor einer kiirzesten
Tour. Das Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingungentewgger eine LP-Relaxierung,
mit deren Hilfe eine Schranke fiir den Optimalwert beretwexden kann.

Konnen wir die LP-Relaxierung losen? Die Anzahl der G@ldichungen (3.50) ist
genaun. Allerdings ist die Anzahl deSubtour-Eliminations-Ungleichungezxponentiell
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(denn es gibt eine Ungleichung fir jede Teilmengevon V). Allerdings konnen wir das
Separationsproblem fur die Ungleichungen (3.51) losen.

Wir beginnen hier mit den Grad-Gleichungen (3.50) und dérSithranken (3.52) und losen
das erhaltene LP. Die optimale Losung des LPsts&Vir berechnen nun in dem Graphen
mit den Kantengewichten, (fur alle Kantene € E) einen minimalen Schnitt. (Dies geht
u.a. in polynomieller Zeit mittels dgs, t)-Netzwerkflul3-Algorithmus von Ford/Fulkerson;
s. auchUbung).

Dieser gibt uns eine Mendé” C V und den Wertz(5(1V)) zurtick. Fallsz(5(1V)) kleiner
als 2 ist, dann haben wir eine verletzte Ungleichung gefandadernfalls ¢ (6 (1)) groRer
gleich 2) kann keine Meng®’ existieren, deren Schnitt am Punkkleineren Wert als 2
hat. Damit haben wir das Separationsproblem furSlidtour-Eliminations-Ungleichungen
geldst, obwohl es exponentiell viele Ungleichungen sind.

Am Ende (wenn keine verletzte Ungleichung mehr gefundediaben wir die optima-
le Losung fur unsere LP-Relaxierung erhalten. Und diepatynomieller Zeit. D.h. wir
konnen diel'S P-Kurzzyklenrelaxierung in polynomieller Zeit 16sen, oblal wir sie nicht
in polynomieller Zeit aufschreiben kdnnen! Dies ist nut hilfe des Separierungsproblems
moglich.

Bemerkungen zum TSP-Polytop
Das TSP-Polytop ist folgendermaf3en definiert:
STSP(n) = conv{x” | H TourinK,}
Nach Minkowski/Wey! existiert auch die folgende Formulieg:
STSP(n) ={x € R | Az = b, Dx < d}

Wirden wir sie kennen, so wirde d&s' P zu einem (riesigen). P. Vollstandige Facettial-
beschreibungen sind nur fur sehr kleinbekannt:

n | Quelle Anzahl Facetten
3 0
4 3
) 20
6 | Norman [1955] 100
7 | Boyd & Cunningham [1991] 3437
8 | Christof, Junger, Reinelt [1991] 194187
9 | Christof/Padberg [1996] 42104442
10 | Christof/Padberg [1996] > 51043900866
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Obwohl die Zahlen bereits fiir = 10 sehr grol3 sind, so ist es trotzdem maoglich, mit Hilfe
von Schnittebenenverfahren (in Kombination mit BranchdAound, s. nachster Abschnitt)
sehr grofRe Instanzen des TSPs zu losen. Das grof3te banegbnal geloste TSP besitzt
uber 20.000 Stadte. Das TSP-Polytop ist eines der amrbegidierten Polytope. Es sind
sehr viele Ungleichungsklassen bekannt, die Facetten digtops beschreiben, d.h. fur
die vollstandige Beschreibung des TSP-Polytops notvgesidid. Dies ist auch der Grund,
warum man so grof3e TSP-Instanzen exakt losen kann.

3.4.3 Branch-and-Cut Verfahren

Branch-and-Cut Verfahren verbinden Schnittebenenvesfaimit Branch-and-Bound. Je-
doch versucht man hier, die einzelnen Teilprobleme (LRaRetungen) mittels Schnittebe-
nenverfahren zu l6sen. Nur wenn man dort nicht mehr westarkt (weil man z.B. keine
Ungleichungen mehr kennt, die verletzt sein konnten) tean die Probleme aufBfan-
ching). Dies ist der Fall, falls die Losung der LP-Relaxierunghtiganzzahlig ist (also kein
charakteristischer Vektor einer zulassigen Losung B8nn wahle eine nicht-ganzzahlige
Variablex. und generiere zwei neue Teilprobleme:

P1 mit zusatzlichen Restriktionern. = 0

P2 mit zusatzlichen Restriktionen, = 1

Jedes der neuen Teilprobleme versucht man nun wieder netlilfigides Schnittebenenver-
fahrens zu losen. Dies ist der wesentliche Unterschiedramdh-and-Bound, wo man nur
gute Bounds fur jedes Teilproblem berechnen mochte, dieneAnspruch zu haben, diese
exakt zu losen.

Idealerweise gibt es bei Branch-and-Cut Verfahren einktivékleinen Branch-and-Bound
Baum, wahrend dieser bei Branch-and-Bound typischeeagrisi3 ist.

Abbildung 3.13 zeigt ein FluRdiagramm fur Minimierungspleme z.BT'SP.
Der Erfolg von Branch and Cut Algorithmen beruht auf

(a) der Verwendunguter L P-Relaxierungen
(b) schnellen Separationsalgorithmen fur (a)

(c) zahlreichen strategischen und algorithmischiercks"
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Abbildung 3.13: Ein FluRdiagramm fur Minimierungsproiie



