Kapitel 7

Algorithmen flr grol3e Datenmengen

In den letzten Jahren werden immer grof3ere Datenmengeamgeslt und verarbeitet.

Denken wir an die riesigen Mengen an DNA-Kodierungen, daegeJahr in der Mole-

kularbiologie gesammelt werden, oder die Daten, die jedmm vion Satelliten zur Erde

gesendet werden. Andere Schlagworter sind: Wissendumt&n Internet-Daten oder
Verlagsdatenbanken. Die Datenmengen sind hierbei songesB, dass sie nicht mehr
im Arbeitsspeicher Platz haben. Deswegen liegen diese atdrispeichern, wie z.B.

magnetische Festplatten. Die Algorithmen, die wir bishemrengelernt haben, werden fur
das RAM-Modell entwickelt. Dabei ist die Annahme, dass elegmenzten Speicher gibt
und jeder Speicherzugriff gleich teuer ist.

Abbildung 7.1 zeigt das hierarchische Speichermodell muteComputer und typische
Kapazitaten der einzelnen Speichereinheiten. Hauptispeaugriffe sind ungefahr 100 Mal
langsamer als Cache-Zugriffe, und Externspeicherzwefirifi folgenden: I/O genannt) sind
ungefahr 1000 Mal langsamer als Hauptspeicherzugrifigé somit bis zu 100.000 mal
langsamer als Cache-Zugriffe.

Das Problem ist aktueller denn je, denn:

(1) Die Geschwindigkeit der Prozessoren verbessert sicsthen 30%-50% im Jahr; die
Geschwindigkeit des Speichers hingegen verbessert sralinmi%-10% pro Jahr

(2) Es gibt vermehrt wichtige large-scale Anwendungen, aii2 Geographische Infor-
mationssysteme, Bioinformatik (DNA, Datenbank), SucherWeb

Hierzu ein aktuelles Zitat aus der Informatik-Communit@rie of the few resources increa-
sing faster than the speed of computer hardware is the arobdata to be processed.”

Ein Speicherzugriff vom Arbeitsspeicher in den Cache bzemvExternspeicher (Se-
kundarspeicher) in den Arbeitsspeicher liefert jeweiiser ganzenBlock von Daten
zuriick. Dies wird jedoch von den klassischen Algorithmmnbeachtet. Wendet man die

1Aus dem Call-for-Papers fiir die IEEE InfoVis 2003
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Abbildung 7.1: Hierarchisches Speichermodell modernenQaer

klassischen Algorithmen auf grof3e Datenmengen an, dardt enan meist keine Lokalitat
bei Speicherzugriffen, was zu sehr vielen unnotigen $erugriffen fuhrt. Das folgende
Beispiel soll die Problematik verdeutlichen:

Beispiel: Wir betrachten die folgenden Programmstiicke. Dabei sBiemd C' Felder der
GrolReN (N sehr groR3), die als Indexarrays benutzt werden, um das &eldrchzulau-
fen.RandonPer mut e(B) nimmt das Feld B und permutiert die Inhalte zufallig. Dnlach
dem Aufruf enthalt das Feld C die gleichen Inhalte wie dds F& nur in einer zufalligen
Reihenfolge.

(1) Furi =0bisN — 1tue:Bli] =1

(2) C=RandomPermuté);

(3) Furi =0bisN — 1tue: A[B[i]] = A[BJ[i]] + 1;
(4) Furi =0bisN — 1tue: A[C[i]] = A[C[i]] + 1;

Die beiden Programmstiicke (3) und (4) machen genau dashglesie laufen jeweils
alle Elemente des Felde$ ab und zahlen 1 dazu. Allerdings lauft (3) das Fdldinear
durch, wahrend (4) das Feld zufallig durchlauft. Abbildung 7.2 zeigt die Laufzeitun
terschiede fur die beiden Programmstiicke. Die Laufzsit wurden auf einem Rechner
mit CPU 2.40GHz und Cache-GroRRe 512 KB ausgefuhrt. Obwi@hKomplexitat beider
Programmstiicke aquivalent ist, so ist doch die zweitesigerbis zu 20 Mal (!) langsamer
als die erste. Zum Beispiel ist die Laufzeit fif = 2% = 33.554.432 fur das lineare
Durchwandern 0,39 Sekunden, wahrend sie fur ds zu&lbgrchwandern 7,89 betragt.
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Abbildung 7.2: Laufzeitunterschiede zwischen linearemhzufalligem Durchwandern eines
Feldes der GroRg*

Dies ist ein Faktor von 20 (!). Wahrend man im ersten Prognatiick furN = 34 Mio.
ca.66 Festplattenzugriffe hat (weil ein Zugriff nicht nur den &ihvon A[1], sondern auch
die Inhalte vonA[2], A[3], ..., in den Cache bringt, so dass die folgenden Additionsagfruf
keine eigenen Zugriffe benotigen), hat man im zweiten td#achlich ungefahiV = 34
Mio. Zugriffe.

Bereits dieses einfache Programmestiick zeigt, dass essbiéireeinfache, FOR"-Schleifen
wichtig ist, auf Lokalitat der Speicherzugriffe zu achterenn man es mit grof3en Daten-
mengen zu tun hat.

In diesem Kapitel geht es also um die Entwicklung von Aldorien und Datenstrukturen,
die die Lokalitat der Datenzugriffe beachten. In Kapitdl ®erden externe Speichermodelle
und ein Beispiel eines Externspeicheralgorithmus diskutind analysiert. Kapitel 3.2
beschaftigt sich mit sogenannt€ache-optimalelgorithmen.
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7.1 Externspeicher-Algorithmen

7.1.1 Virtuelles Speichermanagement des Betriebssystems

Der virtuelle Speicher ist irSeiten(page$ fester GroRRe eingeteilt. Diese befinden sich
teilweise im Hauptspeicher und teilweise im Sekundacdm®i Sobald Seiten im Se-
kundarspeicher angesprochen werden, werden diese in deptspeicher transportiert
(page i, im Gegenzug muss dafir ein nicht mehr benotigtes Stook Hauptspeicher in
den Sekundarspeicher kopiert werd@age ou}. Der Arbeitsspeicher wird als Pool von
virtuellen Seiten gesehen, die entweder frei oder belegt si

Das Betriebssystem versucht nun durch intelligente Sfiete(caching and prefetching
den 1/0-Engpass zu minimieren. Jedoch sind dies sehr aflopemAlgorithmen, die
nicht auf das jeweilige Problem optimiert sind. Wenn nunsgkische Algorithmen auf
Sekundarspeicher zugreifen, dann geschieht dies messtulturiert, d. h. auf Daten wird
“durcheinander” zugegriffen (keine Lokalitat der Zuggifauszuniitzen. Das Problem dabei
ist, dass die meiste Zeit damit verbracht wird, die Datersetaen externem und internem
Speicher hin- und herzutransportieren.

Die sogenannteiexternspeicheralgorithme(External Memory Algorithmssollen dieses
Problem losen. Sie gehen davon aus, dass der Speichereim lsd@grenzten Hauptspeicher
und in eine gewisse Anzahl von Sekundarspeicherplattemiligst, die jeweils unterschied-
liche Zugriffszeiten sowie Zugriffseigenschaften besitz

Wahrend ein Zugriff im Hauptspeicher immer jeweils 1 Einlhenotigt und eine Speicher-
zelle anspricht, geht man davon aus, dass ein Zugriff im Sa#speicher deutlich langer
bendtigt, und jeweils einen zusammenhangenden Datekblotickliefert.

7.1.2 Das theoretische Sekundarspeichermodell (EM-Modlg
Das EM-Modell benutzt die folgenden Parameter:

e N=Anzahl der Elemente in der Input-Instanz

e M= Anzahl der Elemente, die im Hauptspeicher passen

e B= Anzahl der Elemente, die in einen Block passen,

wobeiM < N undl < B < M/2.

Das alteste theoretische Sekundarspeichermodell vi@8@ von Aggerwal und Vitter vor-
geschlagen. Es sieht vor, dass ein Rechner aus einer CPuharit schnellen Hauptspeicher
der Grol3eV! besteht. Der Sekundarspeicher wird als eine Pldisk(modelliert, die durch
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P > 1 voneinander unabhangige Zugriffskopfe (Lese- und Sbképfe) angesprochen
werden kann. Ein externer Zugriff (I/0O) bewegt jeweils Elemente von der Platte zum
Hauptspeicher oder umgekehrt. Falts> 1, dann kdnnen als® x B Elemente in einer
I/O-Operation bewegt werden. Dieses Modell ist jedoch tpchxisnah, weil in der Regel
bei Systemen mit mehr Zugriffskdpfen diese nicht unalgigaimoneinander steuerbar sind.

Deswegen wurde dieses Modell 1994 von Vitter und Shrivegdntlermal3en verandert.
Dieses Modell ist momentan das Standardmodell in diesemi@eund wird auchPar-
allel Disk Modell genannt. Denn es geht davon aus, dBsserschiedene, voneinander
unabhangige Festplatten vorhanden sind. Nun ist es ka&blén, auch in der Praxis in
einer I/O-Operatio « B Elemente zu bewegen. Abb. 7.3(a) zeigt Bamllel Disk Modell

CPU
Memory
M
_I ) Block Size B
e Ty
Disk 1 L Disk D-1 Disk D

(@)

Abbildung 7.3: Dadarallel Disk Speichermodell von Vitter und Shriver

Eine weitere Annahme beider EM-Modelle ist, dass Blockangeteilt werden kbnnen und
dass Rechenoperationen nur mit Daten im Hauptspeichatigietierden konnen.

In diesem Modell basiert die Analyse von Algorithmen aufjEniden Parametern:
(i) Anzahl der ausgefuihrten 1/0-Operationen
(i) Anzahl der ausgefiihrten CPU-Operationen (RAM-Mdyel

(iif) Anzahl der belegten Blocke auf dem Sekundarspaiche
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In diesem Kapitel gehen wir immer von ddparallel Disk Modellals unser EM-Modell aus
und setzen der Einfachheit halbier= 1.

7.1.3 Untere Schranken im EM-Modell

Wir betrachten im folgenden die Mindesanzahl von notweaidg/O-Operationen fur
simple Standardaufgaben (d.h. untere Schrankes, 1).

Das Einlesen einer Menge vav Elementen benotigt mindeste@$ N/ B) I/O-Operationen.

Die Suche in dynamischen Daten véhElementen benotigt mindeste@slogN/logB) =
©(loggN) 1/0O-Operationen.

Das Sortieren einer Menge von N Elementen benodtigt mindestens
O (% logy,p/5 (1+ N/B) I/O-Operationen_ (ohne Beweis;. Literatur'tipp fur Interes
sierte: A. Aggarwal und J.S. Vitter, The input/output coexty of sorting and related

problemsCommunications of the ACM116-1127, 1988).

Bemerkung: Das EM-Standardmodell unterscheidet nichtsawen zufalligen 1/O-
Plattenzugriffen und sequentiellen 1/O-Zugriffen, obwddtztere in der Praxis deutlich
schneller sind. Es gibt EM-Modelle (z.B. von M. Farach, Rr&gina und S. Muthakrist-
nan, Overcoming the memory bottleneck in suffix tree congtncProc. of the 39th Annual
Symposium on Foundations of Computer Sciehéd—185, IEEE Computer Society 1998),
die dies mit in Betracht ziehen.

7.1.4 Einfache Datenstrukturen

Im folgenden haben wir in der Vorlesung einfache externedsttukturen wie Stack, Queu-
es, und lineare Listen behandelt. Hierzu gibt es leider nagh ausfuhrliches Skript (s.
Folien).

7.2 Externe Sortierverfahren

Hier haben wir in der Vorlesung die beiden wichtigsten exter Sortierparadigmen ken-
nengelernt. Danach wurde ein externes Merge-Sort Venflalorgestellt und analysiert. Wir
haben aul3erdem eine untere Schranke fir externes Sorgereigt. Auch hierzu gibt es
leider noch kein ausfuhrliches Skript (s. Folien).
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7.3 Externspeicherdatenstruktur flr  Priorit atswarte-
schlangen

7.3.1 Prioritatswarteschlangen

Eine Prioritatswarteschlandggiority Queueist eine Datenstruktur, die eine Menge von Ele-
menten speichert, die aus einem Tulpgbrmationund Prioritatswert (SchlusselKey) be-
steht. Diese Datenstruktur unterstitzt die folgendenr&jmmen:

e Get _M n: Ausgabe der Elemente mit kleinstem Schlussel

e Del M n: Ausgabe und Entfernung des Elements mit kleinstem Ssélieus der
Liste

e | nsert : Einfugen eines neuen Elements in die Warteschlange

Prioritatswarteschlangen tauchen in einer Vielzahl vorv&ndungen auf, z.B. in kombina-
torischer Optimierung (z.B. bei Dijksta’s Algorithmus ZBestimmung kiirzester Wege), in
Sortierverfahren (z.B. Heapsort), oder bei Scheduling ISimulationen.

Es gibt eine Vielzahl von Realisierungen fur Prioritadssteschlangen. Wir haben z.B. in
Algorithmen und Datenstrukturendinen binaren Heap oder auch binare Suchbaume wie
AVL-Baume kennengelernt.

Aufgabe: Uberlegen Sie sich, wieviel Aufwand die Operatior@st _M n, Del _M n, und
| nsert jeweils intheta-Notation verursachen, wenn Sie fir die Realisierungu@iieaps
bzw. binare Suchbaume verwenden.

Als geeignete Datenstruktur fur riesige Datenmengen mabebereits die B-Baume ken-
nengelernt. Im folgenden diskutieren wir die spezielledexspeicherdatenstruktbxterne
Array-Heaps Wie wir sehen werden sind Externe Array-Heaps deutliclséreals die B-
Baum-Datenstruktur als Realisierung fur die Priorit&geschlange geeignet.

7.3.2 Externe Array-Heaps

Der externe Array-Heap besteht aus zwei Teilen: einernieteDatenstruktur (im folgenden
HeapH genannt) im Arbeitsspeicher und einer externen Datertstrutie aus einer Menge
von sortierten FeldernAfrays) unterschiedlicher Lange besteht. Diese Felder sind in
Schichtenl;, 1 < ¢ < L eingeteilt; jede Schicht besteht gus= (cM/B) — 1 Feldern (die
im folgendenSlotsgenannt werden) der Landge= (cM)'/B"! furc < 1 (z.B.c = 1/7).
Jeder dieser Slots ist entweder leer oder er enthalt eirieerse Folge von hochstens
Elementen. Abbildung 7.4 zeigt die Darstellung eines ExrrArray-Heaps.
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Die folgenden Berechnungen dienen dazu, Ihnen eine Vlustetier Grol3enordnungen zu
geben. Z. B. gilt fure = 1/7

M M M?
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Abbildung 7.4: Externe Array-Heaps

Die letzte Beziehung kann verallgemeinert werden. Dieliéigialle Schichter’;.

LEMMA 7.1 Esgiltil; ;1 = Li(p+ 1)

Beweis: A A
liy1 = (M)t /B = 1;(cM)/B = l;(pp + 1)

Daraus folgt, dass die Anzahl der Platze fur Elementé;in so gewahlt wurde, dass sie

genau der Anzahl aller moglichen Platze von Elementdh entspricht (das sind algex 1)
plus zusatzlich;.

Die Operationl nsert fugt die Elemente immer in den Hedp ein. Ist dafur kein Platz
mehr in H vorhanden (d.hH lauft iber), dann werden zunaclist= ¢M dieser Elemente
in den Sekundarspeicher bewegt. Zunachst wird verswgiétin die erste SchichL,
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einzutragen. Dies geschieht in sortierter Folge, und zwainen noch freien Slot von;.
Falls es inL; keinen freien Slot gibt, dann werdatle Elemente inL; mitdenl; = ¢M
Elementen aug/ zu einer sortierten Liste gemischt, die dann in einen fr&&a von L,
geschrieben werden. Falls auch dort kein freier Slot existwvird dieser Prozess solange
wiederholt, bis ein freier Slot gefunden wurde.

Die OperationDel _M n erhalt die Invariante, dass sich das kleinste Element imimé/
befindet. Um dies effizient zu ermoglichen, wird der Héapn zwei Heaps,H; und H,
aufgeteilt. H; enthalt maximaRcM Elemente und speichert jeweils die neu eingefligten
Elemente abH, speichert maximal die kleinsteld Elemente aus jedem belegten Sjan
L;furallei=1,..., L.

Es befinden sich also maximal
M
9cM + Bul = 2¢M + B(%)L —cM(2+ L)

Elemente im Hauptspeicher. Weiterhin wiyd+ 1) B = ¢M zusatzlicher interner Speicher
bendtigt, um dieu Slots plus dieOverflowFolge zu mischen. DA/ die Gesamtanzahl der
Elemente im Hauptspeicher bezeichnet, muss also gelten

1—3c

M >cM(3+ L), alsoL < )
C

Das heilt, z.B. bei einem Wert ven= 1/7 mussL < 4 sein.L kann also im folgenden als
Konstante betrachtet werden.

Die folgenden Operationen sind fur Externe Array-HeapzIrch:

e Merge-Level (i, S, S’): produziert eine sortierte Folg€ durch das Mischen der sor-
tierten Folge der Slots inL; (inklusive der jeweils kleinsten Elemente, die sich zu die-
sem Zeitpunkt i, befinden) und der sortierten SequeéhDiese Operation benotigt
O((|S]| + lis1)/B + 1) = O(l;+1/ B) 1/0-Operationen.

e Store (i, S): nimmt an, dasg.; einen leeren Slot enthalt und die Fol§eeine Lange
im Bereich[l;/2, ;] besitzt.S wird in einen leeren Slot vori; geschrieben und seine
kleinstenB Elemente werden nach, bewegt. Diese Operation benotigt|S|/B +
1) = O(l;/ B) 1/0-Operationen.

e Load (i,7): holt die nachsterB kleinsten Elemente voni-ten Slot aus.; nach H,.
Diese Operation benotigt eine 1/0.

e Compact (z): nimmt an, dass mindestens zwei Slots in Leliekxistieren, deren Ge-
samtanzahl an Elementen, eingeschlossen diejenigéh,itndchstend; ist. Diese
beiden Slots (plus ihre kleinsten Elemente, die sich zurnedleén Zeitpunkt inH,
befinden) werden gemischt, und in einen freien $laton L; eingetragen. Damit ist
nach dem Aufruf ein zusatzlicher Slot iy frei geworden. Die kleinste® Elemente
von ;' werden nach, Ubertragen. Dies benotigt insgesadit; /B) 1/0’s.
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Die Operationen Insert und D&lin benutzen diese Operationen folgendermal3en:

| nsert: Ein neues Element wird zunachst i, eingefugt. WennH; voll wird, dann
werden die grofdteh = ¢M Elemente vor¥; (FolgeS) nachL; bewegt (die kleinste
Elemente unter diesen bleiben im Hauptspeicher, sie wendehH, kopiert). Seii = 1.
Falls L; einen leeren Slot enthalt, dann wift or e(i, S) aufgerufen. Sonst enthalten
alle Slots vonL; mindestend,/2 Elemente, sie werden mi gemischt zur Sequeng’
(Mer ge- Level (7,5, 5"). S" wird nun zur nachsten Schiclit,, transferiert, usw. Diese
Schleife wird hochstens Mal durchgefiihrt (bis wir den hochsten Level erreichen).

Del ‘M n: Das kleinste Element befindet sich entweder im internenpHéa oder im
internen HeapH,. In beiden Fallen entfernt man das Element. Im ersten Balhichts
weiter zu tun. Im zweiten Fall korrespondiert das entfeElement mit einem Slof einer
Schicht ;. Falls dieses Element das letzte ify ist, das zu dem assoziierten Slpoder
SchichtZ; gehort, dann werden die nachstBnElemente von Sloj nach H; mittels der
OperationLoad(i, j) bewegt. Nach jedetoad(i, j)-Operation werden die Grof3en der
Slots getestet und bei Bedarf wiGbnpact (i) aufgerufen. Diese Operation mischt bei
Bedarf zwei kleine Sequenzen und bewegt die kleingtdtlemente der neuen Folge in den
internen HeaH,.

Bemerkung: Es gilt zu jedem Zeitpunkt, dass in jeder Schigldchstens ein Slot existiert,
der weniger al$;/2 Elemente besitzt. Diese werden wir spater beweisen (snmam.).

7.3.3 Korrektheit und Analyse

Zunachst analysieren wir die Korrektheit der beschriebeBxternen Array-Heap Daten-
struktur.

LEMMA 7.2 Das kleinste Element ist immer im internen Speidideoder H,.

Beweis: Das kleinste Element wurde entweder neu eingefiigt, unddetfisich deswegen
in H; oder es gehort zu einem bestimmten Slot in einer Schichexternen Struktur. Da
die Folgen innerhalb der Slots sortiert sind, befindet siab kleinste Element im ersten
Block dieses Slots und wurde deswegen natbewegt. Es ist leicht zu sehen, dass diese
Invariante unter den verwendeten Operationen bestehdst.ble

LEMMA 7.3 Bei der Ausfuhrung vost or e(i, S’) ist immer garantiert, dasS' zwischen
l;/2 undl; Elementen enthalt.

Beweis: Die obere Schranke gilt nach Definition der Langgn = 1, ..., L. Wir zeigen die
untere Schranke. Neue Elemente kommen entweder von eitenearSchichtl;_; durch
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die OperatiorMer ge- Level (i —1,.5,5") verbunden mit der Operatidt or e(i, S’) oder
durch die reine Operatio8t or e(i, S"). Wir betrachten zunachst den letzteren Fall. Es ist
also: = 1. Hier werdencM = [; Elemente ausgelage; enthalt also genalj Elemente

in diesem Fall. Fall 25" ist durchMer ge- Level (i — 1, .5,5") entstanden. Beweis durch
Induktion: die Behauptung ist korrekt fur allé bis i-1. Wir wollen zeigen:S” > [;/2.

Wir betrachten zunachst die Anzahl der Elemente, die beensdhimelzen vop Slots der
SchichtZ;_, entstehen. Sei; die Anzahl der Elemente im Slgtder Schicht — 1 vor dem
Verschmelzen. Da je zwei diesgrSlots in Summe mehr als_; Elemente enthalten (denn
sonst waren sie mittelSonpact zusammengefaldt worden), gilt also fur jedes Paar

a; + ar > l;_1. Addiert Uber alle moglichen Paare ergibt dies:

=1 > (= D/

S’ besteht aus demSlots der Schicht— 1 und demS, das bereits von den unteren Schichten
herruhrt. Fur dieseS gilt die Induktionsbehauptung. Zusammen sind dies also
i—1
S = Zai + |S| > (/,L/Q)li_l + li_1/2 = (/J—l— 1)[1‘_1/2 = lZ/Q

j=1

Fur die Analysen des folgenden Abschnitts nehmen wir assdd > 3B ist.

LEMMA 7.4 NachN Operationen existieren hochstems< log.,;,5(IN/B) Schichten.

Beweis: Im schlimmsten Fall gibt es keine Element-Entfernungersvizgen bewegt jeder
Uberlauf die maximal mogliche Elementanzahl von eineri@thn die nachste. Die Anzahl
der Elemente ik Schichten ist somit
k : k :
M) M) (eM M )k+2
Bz—l Bz—l B Bk+1
i=1 =1
Wir missen das kleinstewahlen, so dass

M
cM(%)k'H > N

ist. WegencM > 3B gilt auch
cM(cM)*™ > B(eM)F! > N.

Also folgt
k> logenys(N/B) — 1.

Im folgenden analysieren wir die I/0O-Operationen fur ExeeArray-Heaps.



28 KAPITEL 7. ALGORITHMEN FUR GROSSE DATENMENGEN

LEMMA 7.5 St or e(i, S) bendtigt hochsten¥:/ B I/O-OperationenConpact (i + 1) und
Mer ge- Level (i,.5,S’) bendtigen hochsters, , /B 1/0-Operationen.

Beweis: WennSt or e(z, S) ausgefuhrt wird, wirdS zunachst gelesen, und dann wird es
in L; gespeichert. Wegeh/B > 3 (dal; > I, = ¢M > 3B) benotigt Storgi, S) hochs-
tens2[l;/B]| < 3l;/B 1/0O-OperationenMer ge- Level (7,5, 5) liest und schreibt jedes
Element der Folg& und alle Elemente aller Slots iy hochstens ein Mal. Dies ergibt

2[(1S] + pli)/ B] < 2[li1/B] < 3liya/ B

I/O-Operationen. Seiepn und & die beiden Slots (plus deren Blocks i), die durch die
OperationConpact (i) gemischt werden, und seienbzw. ¢, die Anzahl der Elemente in
j undk. Conpact (i) benotigt hochstens

lej/B] + [ex/B] + [l;/B] < (ej +er)/B+1;/B+3<2l;/B+3<3l;/B

I/O-Operationen, wegeh/B > 3.

7.3.4 Amortisierte Analyse zur Abschatzung der I/O-Operdionen

Fur die Analyse der 1/0-Operationen verwenden wir die sagateamortisierte Analyse
Amortisierte Analyse ist ein allgemeines Verfahren, dasuddient, die durchschnittlichen
Kosten pro Operation fiir eine beliebige Folge von Openaionach oben hin abzuschatzen.
Das \erfahren deamortisierten Analysevird besonders gern im Zusammenhang mit
dynamischen Datenstrukturen verwendet. Eine klassischestWase-Analyse wirde fur
jede Einzeloperation die schlechtestmogliche Schhttaéschatzen, die jedoch in einer
Folge von Operationen eher selten auftaucht. Diese Altmehd wirde also fur eine
Folge von Operationen im Allgemeinen eine unrealistischleshite Abschatzung erge-
ben, wahrend die amortisierende Analyse die verschiedeéake gegeneinander aufrechnet.

Die amortisierte Analyse beniitzt eine Technik, die alsk&anto-Paradigma bekannt ge-
worden ist. Dabei wird jedem bei der Bearbeitung der Folgegetenden Zustand ein Kon-
tostand zugeordnet. Eine Einheit auf dem Konto reprasdrgine Kosteneinheit bei der
Abschatzung der Gesamtkosten. Ein Beispiel der Anwendendechnik der amortisierten
Analyse sehen wir im Beweis zum folgenden Satz.

SATz 7.1 SeiN < B(4)Y/*30 < ¢ < 1/3 undcM > 3B. In einer Folge vonV Ope-
rationen der Art nsert undDel _M n benbétigtl nsert amortisierti®(log.., 5(N/B))
I/O-Operationen un®el M n 7/B amortisierte 1/O-Operationen.

Beweis: Mit jedem nicht-leeren Slof der SchichtZ, assoziieren wir einen Deposit;;,
der fur6z/B Punkte zahlt, wobei die Anzahl der leeren Eintrage ist. Anfangs sind alle
Slots leer, d. h. die Konstostande sind alle leer. Mit detariten Heap assoziieren wir
einen Kontostand, der immer dafur sorgen wird, dass mtedeseine Einheit Guthaben
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vorhanden ist, sobald dieoad()-Operation aufgerufen wird. Denn ein solches wird dazu
bendtigt, dieLoad()-Operation zu bezahlen.

Jedes Element erhalt beim Einfugen ein Guthabenl®dn B Kosteneinheiten. Wir zeigen,
dass davon je8/B Einheiten genuigen, um von einer Schicht zur nachstencBchu
wandern (Operatioier ge- Level () inklusive derSt or e()-Operation). Wir ordnen also
jedem Element in jeder Schichti = 1,..., L, 18/B Einheiten zur eventuellen Benutzung
zu. Bei Entfernung eines Elements werdefB Einheiten Guthaben im internen Heap
belassen.

Bei dem Fall einesUberlaufs, benutzen witMVer ge- Level (i, S,5’) und danach
Store(i + 1,5’). Nach Lemma 7.5 benotigt jede Operatider ge- Level (i, 5,.5")
und jedeSt or e(i + 1,.5")-Operation hochstens j&,,,/B |/O-Operationen. Dies sind
zusammertl; , / B I/O-Operationen.

Weil die Grolle vonS’ zwischenl;;;/2 undl;,, ist, konnen diese Kosten durch je/B
Einheiten aus den Guthaben jener Elemente genommen weligevon dieser Operation
betroffen sind. Denn: Wir bewegen mindestdns /2 Elemente von einer Schicht;
zur nachsten Schicht, ;. (Dabei nehmen wir an, dass dem internen Heap/; ent-
spricht.) Dabei benutzen wir deren Guthaben aus Scliight Dies ergibt also zusammen
(12/B)(li+1/2) = 6l,41/B. Nach deiSt or e()-Operation ist nun ein Slgtin SchichtL; 4
teilweise gefullt, der vorher leer war. D. h. wir musseritdasorgen, dass das Guthaben
D41 ; auf den erforderlichen Wefiz/ B aufgefillt wird, wobeix die Anzahl der leeren
Eintrage inj bezeichnet.

Wir wissen jedoch, dass hochstend, /2 ist, d.h. wir mussenD,; ; auf hochstens
6li11/(2B) = 3l;11/ B Einheiten auffullen. Diese erhalten wir, indem wir vongeadder| 5’|
Elemente, die gerade dur& or e(: + 1,.5”) in den Slotj gewandert sindG/B Einheiten
abziehen. Insgesamt haben wir al8g B Einheiten Guthaben benotigt, um ein Element von
L; nachL;,; zu bewegen; dies sind die amortisierten Kosten, fur eimélige-Operation
fur eine Schicht. Insgesamt Uber alle Schichten ergeb®n18.Z/B Einheiten fur eine

| nsert -Operation.

Im Falle eineDel "M n-Operation werderi/B Einheiten Guthaben im internen Heap be-
lassen. Die Kosten fiir jede benotigtead()-Operation betragt eine Einheit, die wir jeweils
aus dem Guthaben voH bezahlen. Das geht sich aus, denn: D@ad (i, j)-Operation
wird jeweils nachB erfolgreichen Entfernungen aus,, die zu dem Slotj assoziiert
waren, ausgefuhrt; von jedem der entfernten Elementejeiivdils 1/ B Einheiten fur diese
Load()-Operation zur Verfigung gestellt, dies ergibt zusammB¢l/B) = 1.

Die anderens/B Einheiten Guthaben je entferntem Element werden auf dasoKdes
Slotsj, assoziiert mit der Load, j)-Operation, d.hD, ;,gutgeschrieben, um die Invariante
zu erhalten. Denn in diesem Slot sind nach dead()-OperationB nicht-gefullte Platze
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hinzugekommen, was zur Folge hat, dass das GuthBheom 658 /B = 6 Einheiten erhoht
werden muss.

Die Conpact (:)-Operation benotigsl/;/B Einheiten. Dies kann allein durch die Gutha-
ben der betroffenen Slot®; ; und D, ;, bezahlt werden (es seighund & die beiden be-
troffenen Slots). Denn die Gesamtanzahl der nicht-beteBtatze vor der Ausfuhrung der
Conpact (i)-Operation in den Slotg und & ist mindesteng;. Also betragt das Gesamtgut-
haben vonD; ; und D, , mindestens/,/ B Einheiten. Nach dem Mischen der beiden Slots
wird ein Slot der beiden, z.B: leer, und Slotj erhalt hochsteng /2 nicht-belegte Platze.
D.h., wir kdnnerl; / B des Gesamtguthabens als Bezahlung fudiepact (:)-Operation
benutzen, die andere3i,/ B Einheiten bleiben als Guthaben bBj ;. Damit ist der Satz
bewiesen.

Die obere Schranke fu/N kommt von Platzbeschrankungen her: der Heap benotigt
cM (3 + log.nys(IN/B)) internen Speicherplatz (s. nachstes Theorem). Die Skariagt
aus der Losung der Ungleichung/ (3 + logcr/p(n/B)) < M far N.

Als nachstes analysieren wir den Speicherplatzbedarf.

LEMMA 7.6 Jede Schicht; enthalt hochstens einen Slot, der nicht-leer und ausgeeails
L;/2 Elementen besitzt.

Beweis: Ein Slotj kann durch die Operatidmoad (i, j) Elemente verlieren. Wir nehmen als
Induktionsannahme an, dass Sjah SchichtZ; als einziger dieser Schicht nicht-leer ist und
weniger als;/2 Elemente besitzt. Nach der Laadj)-Operation wird von debPel M n-
Operation getestet, ob zwei Slots existieren, deren Getam¢ntanzahl kleiner gleichist.
Falls dies der Fall ist, dann wird die Operatidonpact aufgerufen. Wir nehmen an, dass
dies fur Slotj und Slotk der Fall ist. Dann jedoch wird ein Slot, sagen wir Siajeleert, und
der andere, Slot wird aufgefullt. Andernfalls ist Sloj immer noch der einzige nicht-leere
Slot in SchichtZ; mit weniger alsL;/2 Elemente.

SAaTz 7.2 WenncM > 3B, dann gilt: Die Gesamtanzahl der benutzten Blocke ishktens
2(X/B) + L, wobei X die Anzahl der Elemente im Heaf ist. Der Gesamtspeicherplatz
im Arbeitsspeicher betragi\/ (3 + L).

Beweis: In jedem Slot jeder Schicht existiert hochstens ein nlwesse gefullter Speicher-
block, namlich der oberste. Weiterhin wissen wir, dass imakein nicht-leerer Slot pro
SchichtL; existiert, der weniger als/2 Elemente besitzt; dieser kann im schlechtesten Fall
aus nur einem einzigen Block bestehen, der noch dazu nueisé gefullt ist. Von diesen
Fallen existieren zusammen hochsténsg-tr die anderen Slots jedoch, die mindestens halb
voll sind, gibt es mindestens auch einen voll beschrieb&eck (AusL; = ¢M, l; > ¢cM
furi > 2, undcM > 3B folgt, dassl;/2 > 3/2B furi > 1). Das heif3t, dass die An-
zahl dieser teilweise beschriebenen Blocke nicht gr@Redie Anzahl der ganz belegten
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Blocke ist. Diese istX/B. Daraus folgt die Beschrankung va@nX/B). Zusammen ergibt
dies2(X/B) + L. H, speichertc)M Elemente undd, speichert einen Block pro Slot, das
sinduBL = (¢cM/B — 1)BL < c¢M L. Zusatzlich wird Platz fufu + 1) B Elemente zum
Mischen der Slots benotigt. Zusammen sind @e¥ + cM L + ¢cM = cM(L + 3).

Was bedeutet nun die Schranke fiiraus Theorem 7.2 in der Praxis?
Wir betrachten den Fall/ = 10° und B = 10° genauer. In diesem Fall ware

N < 105(c10%)1/e73,

Wenn wirc = 1/7 annehmen, dann folgt daraus

1012
N < 106(7) = 0,416 % 10*°

und L < 4 (s. oben).

Selbsttest-Aufgabe Uberlegen Sie sich eine genaue Realisierung fiir die bietehre Da-
tenstruktur Array-Heap. Welche Datenstruktur verwenderfi® den Heapd; (H; und H,
miissen keine echten Heap’s sein)? Beschreiben Sie diat@pedesUberlaufs im Heap
beim Einfugen eines Elements, wenn die groliten Elemente bewegt werden. Welche
Datenstrukturen verwenden Sie fur den Héaf® Welche Datenstruktur verwenden Sie fur
die Slots und Schichten? Analysieren Sie die Laufzeitandié@ Operation Merge-Level
(1,5,5"), Stordi, S), Loadi, j) und Compadt) im RAM-Modell. Beschreiben Sie eine
Realisierung dernser t und derDel M n Operation und analysieren Sie die Laufzeit.

7.3.5 Experimenteller Laufzeitvergleich

Andreas Crauser hat in seiner Dissertation acht versamedmplementierungen fur
Prioritatswarteschlangen experimentell getestet. Dt@ruwaren vier Realisierungen, die
speziell fur Externspeicheranwendungen entwickelt wardwie Array-Heaps, Externe
Radix-Heaps, Buffer Baume, und B-Baume. Die vier relsdic Realisierungen waren klas-
sische Algorithmen im RAM-Modell, wie Fibonacci-Heaps&;ary-Heaps, Pairing-Heaps
und interne Radix-Heaps.

Eine Reihe von Experimenten fugt zunachétElemente in die Prioritatswarteschlange
ein und entfernt diese am Ende wieder. Eine zweite Reihe wgerfimenten fuhrte die
Insert- und Del-Min-Operationen in gemischter Reiherdoldurch, nachdem zunachst
20 Millionen Elemente eingefiigt worden sind. Eine Ingeperation erfolgte dabei mit
Wahrscheinlichkeit 1/3 und eine Del-Min-Operation mit Wadheinlichkeit 2/3.

Tabelle 7.5 zeigt die experimentellen Resultate. Beim &g zwischen den Externspei-
cheralgorithmen, schnitten B-Baume, die wir bereits aeis \ébrlesungAlgorithmen und
Datenstrukturen kennen, am schlechtesten ab. Es handelte sich dabei umeptenhen-
tierung als B*-Baum, so dass ein Knoten mit allen notwendligeeration und Links genau
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Insert/Delete min time performance of the external queues (in secs)

N [+10°] | radix heap | array heap | buffer trec | buffer tree (orig.) B-tree

1 6/24 18/11 56/34 62/43 11287/259
5 17/97 74/63 148/309 235/345 66210/1389
10 35/178 353/89 201/882 415/741 -

25 85/372 724/295 311/2833 1096/2302 -

30 164/853 1437/645 445/6085 3462/7592 -

75 246/1416 | 2157/1005 S69/9880 7042/11907 -

100 325/1957 | 2888/1408 | 734/19666 12508/16909 -

150 478/3084 | 4277/2297 . 25051/27181 -

200 0628/4036 | 5653/3234 : * -

Random/Total 1/Os for external queues

N [*10'3] radix heap array heap buffer tree buffer tree (orig.)
I 44/420 24/720 228/668 228/668

5 422/3550 120/4560 16722/21970 13381/15501
10 1124/8620 168/9440 35993/47297 30950/35374
25 2780721820 570/29520 03789/123285 86495/97879
50 T798/56830 1288/66160 190147/249955 179809/201921
75 12466/89370 2016/102480 | 286513/370625 275713/310977
100 17736/124740 | 2776/139760 | 383518/504134 381023/426615
150 27604/192500 | 4216/210080 * 595157/659933
200 38284211570 | 5712/284320

Insert /Deletemin time performance of the internal queues (in secs)

N [*106] Fibonacci heap k-ary heap pairing heap radix heap
I 3/32 4/33 319 311

2 6/73 8/75 6/45 527

5 17/208 21210 14/126 11/71
7.5 1728007 /- 32/344 22/207 18/124
10 /- 43/482 30/291 23/162
20 /- 1728007 /- 172800+ /- 172800% /-

Abbildung 7.5: Experimentelle Laufzeit fur insert-akkldte-all

Time performance on mixed operations
N[#lﬂﬁ] radix heap array heap buffer-tree
50 544 770 4996
75 609 045 5862
100 619 1027 6029
Random/Total 1/Os on mixed operations
50 2035/19615 | 22325/26997 | 153321/177201
75 SI128/26752 | 24256/28384 | 171615/196647
100 5782/30094 | 24220/28380 | 171658/196578

Abbildung 7.6: Experimentelle Laufzeit und I/O-Operagorfir die gemischten Operatio-
nen
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auf eine Seite passt. Sie benotigen ffinser t logy N) 1/0-Operationen im schlechtesten
Fall und besitzen experimentell die langste Rechenzehlgb. fi:expcrauserl). Dies heifl3t
nicht, dass B-Baume schlechte Externspeicheralgorihsiad; sie sind einfach nicht so
gut als Realisierung der Datenstruktur Prioritatswatisge geeignet wie auf Heaps
basierende Datenstrukturen.

Externe Radix Heaps fuihren zu den schnellsten Verfahestoch ist diese Datenstruktur
nur beschrankt anwendbar, namlich nur dann, wenn dieliSsél ganzzahlig sind und die
Del _M n Operationen absteigender Schliissel beinhalten (wiebeiEDijkstra’s kiirzestem
Wege Algorithmus).

Die Implementierung von Herrn Crauser der Array-Heaps $edl nsert bis zum
Faktor 10 langsamer als Radix Heaps und Buffer Baume datigs um einen Faktox 9
schneller bei debel M n Operation. Insgesamt sind sie um ca. 3 Mal schneller alseBuff
Baume und ca. 2,5 Mal langsamer als Radix Baume. Arraypbibasitzen nur wenig mehr
I/O-Operationen als Radix Heaps.

Die vier internen Realisierungen brechen bereits lei= 20 Mio. Operationen ein. Die
Ergebnisse fur die zweite Testserie sind ahnlich (s. M@ab&6). Die Ergebnisse einer
Dijkstra-Simulationsreihe sehen Sie auf den Folien zutégamng.

7.4 Cache-Optimale Algorithmen

Der Cache befindet sich zwischen dem (schnellen) Prozesswrdem (langsamen)

Arbeitsspeicher, und enthalt jeweils solche Regionen Aldmitsspeichers, die zuletzt
referenziert wurden. Zugriffe auf Speicherbereiche, ik Bn Cache befinden (sogenannte
Hits), kobnnen mit Prozessorgeschwindigkeit bearbeitet werdeqgriffe auf Speicherbe-

reiche, die sich nicht in Cache befinden, (sogenaMigse$ ziehen, bevor sie ausgefiihrt
werden konnen, zunachst eine Operation des Caches méchigse Daten in den Cache zu
holen.

Caches funktionieren, weil die meisten Programme eine hokalitat besitzen:

Zeitliche Lokalitat existiert, wenn der gleiche Speicherbereich ofters inaker einer
kurzen Zeitspanne angesprochen wird. Caches nutzencheitliokalitat aus, in dem sie
versuchen, angesprochene Speicherbereiche mogliciget iam Cache zu lassen.

Ortliche Lokalitat existiert, wenn dfter Speicherbereiche, angesprochedame die nache
beieinander liegen. Caches nutzen ortliche Lokalitst amdem sie bei jederliss jeweils
ganze Speicherblocke in den Cache holen.
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Caches konnen durch zwei Parameter charakterisiert werde
(i) SeitengroR€’ (in Byte)
(i) KapazitatZ (in Byte)

Ein Cache kann maxim& Bytes aufnehmen. Diese sind unterteilt in Seiten der Gia3e
Es gibt also auch hier — wie bereits im Externspeichermodekine Speicherhierarchie
auf 2 Ebenen, bei dem die untere Ebene KapaZtéesitzt, und die Daten zwischen den
beiden Ebenen in Blocken der Grofidin- und herverschoben werden.

Als Folgerung daraus, kann man auch hier das EM-Modell vogafgal und Vitter
(1988) zugrunde legen. Das heildt, dass auch alle Extenigyaigorithmen, die fur das
EM-Modell entwickelt wurden, grundsatzlich auch zur GCadDptimierung verwendet
werden kdnnen.

Allerdings enthalten moderne Computer tatsachlich nicht zwei Speicherschichten,
sondern mehrere. Typische Komponenten sind: RegistegllexCache, Level 2 Cache,
Arbeitsspeicher und Externspeicher. Diesem Aspekt tragego, Leiserson, Prokop
und Ramachandran (1995) Rechnung, indem sie das EM-Modgil @ache-Oblivious
Speichermodell (CO-Modell) erweitert haben.

DasCache-Obliviouspeichermodell sieht vor, dass die Seitengrblimd die Kapazitay
unbekannt sind. Eine Algorithmen-Analyse im CO-Modell sa$so fir alle Blockgrofzen
und Kapazitaten gelten, folglich also auch fur alle Ebeder Speicherhierarchie.

Indem man also einen Algorithmus fur unbekanntesnd Z optimiert, optimiert man au-
tomatisch die Speicherzugriffe auf jeder Ebene. Dies@rhaRerdem die Portabilitat von
Programmen, die im EM-Modell speziell fur ein festesind Z bzw. B und M entwickelt
wurden.

7.4.1 Das ideale Cache-Modell von Frigo et al.

Dasideale Cache-ModelNon Frigo et al. ist in Abbildung 7.7 dargestellt. Das Modaéht
eine 2-Ebenen Speicherhierarchie vor, die aus einem nl€zdehe mit”Z Bytes besteht
und einem unendlich groRen Arbeitsspeicher. Der Cachenisache-Zeilen aufgeteilt,
die jeweils ausl Bytes bestehen, und die jeweils in einem Schritt zwischech€aind
Arbeitsspeicher bewegt werden. Dabei wird angenommersg des Cache hoch ist, d. h.
es gilt Z = Q(L?). Der Prozessor kann jeweils nur Speicherplatze anspnectie zu
einer Linie im Cache gespeichert werden. Der ideale Cachétbeeine optimale off-line
Strategie, indem er jeweils diejenigen Speicherzeilen sch@ ersetzt, deren Zugriff am
weitesten in der Zukunft liegt.

Die Analyse erfolgt durch die beiden Parameter
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(i) Anzahl der ausgefuihrten CPU-Operationen im RAM-Madel
(i) Cache-Komplexitat)(n, Z, L): die Anzahl der Cache-Misses, abhangig vbond L.

Arbeits-
speicher

Cache

CPU

Register

Lénge L

Abbildung 7.7: Das ideale Cache-Modell von Frigo et al.

Ein Algorithmus heif3t, Cache-Aware"(Cache-bewusstyenn er Parameter enthalt, mit
denen die Cache-Komplexitat fur die gegebene Cach&&raund Zeilenlangd. optimiert
werden kann. Andernfalls heif3t der AlgorithmuSache-Oblivious*(Cache-ignorierend)

Man kann zeigen, dass ein Cache-Oblivious Algorithmusfigletlas 2-Ebenen Hierarchie-
speichermodell optimiert wurde, auch fir mehrere Ebeneimal ist.

Im folgenden werden wir einen Cache-Aware Algorithmus soeinen Cache-Oblivious
Algorithmus fur das Problem der Matrizen-Multiplikati@annenlernen, die beide beziglich
der Anzahl der I/O-Operationen optimal sind.

7.4.2 Ein Cache-Aware Algorithmus zur Matrix-Multiplikat ion

Wir betrachten die Multiplikation zweier x n Matrizen A und B. Wir nehmen an, dass
die Matrizen jeweils zeilenweise gespeichert sind, und dasehr grol3 ist, d.hn > L. Der
folgende Algorithmus is€Cache-Aware

Dabei istMULT (A, B, C, s) die Standard-Prozedur, die¢ = C' + AB aufs x s Unterma-
trizen in ZeitO(s®) berechnet. (Dabei wird angenommen, da3sgiler vonn ist, ansonsten
ware der Code etwas aufwandiger).

Abhangig von der CachegrofRe des Rechners kann der Paranset bestimmt werden, so
dass die Cache-Komplexitat optimiert werden kann. Es élarsich also dabei um einen
Algorithmus, der “Cache-Aware” ist.



36 KAPITEL 7. ALGORITHMEN FUR GROSSE DATENMENGEN

Algorithmus 1 BLOCK-MULT (A, B,C,n)
1: fur i = 1 bisn/s {
2. fur j =1bisn/s {
3 fir k= 1bisn/s {
4 MULT(AZ‘k,Bkj,CZ‘j,S)
5: }
6:
7

!
}

Um die Cache-Komplexitat zu minimieren, wahlen wials den grof3ten Wert, so dass die
dreis x s Untermatrizen zusammen in den Cache passen. £ine Untermatrix benotigt
O(s+s%/L) Cache-Zeilen. Das liegt daran, dass die Matrix nicht unimgtdhit den Grenzen
der Blocke oder Zeilen abschliel3t, die gleichzeitig ausy d¢auptspeicher in den Cache
geladen werden. Im schlimmsten Fall ist der Platzbedariigrix im Cache deshalb

O(s([s/L])) = O(s(1 + s/L)) = O(s + s*/L)
Aus unserer Annahme, dags= Q(L?) folgt s = O(v/2).

Folglich benotigt jeder Aufruf vod/U LT () hochstens?/L = ©(s?/L) Cache-Misses, um
die drei Untermatrizen vod, B und C' in den Cache zu bringen. Daraus folgt insgesamt
eine Cache-Komplexitat von

Ol +n?/L+ (n/VZ)*(Z/L)) = (1 +n?/L+n’/LVZ),

denn der Algorithmus muss’ Elemente einlesen, die api?/ | Cache-Zeilen verteilt sind.

7.4.3 Ein Cache-Oblivious Algorithmus zu Matrixmultiplik ationen

Wir wollen einem x n Matrix A mit einern x p Matrix B cache-obliviougnultiplizieren.
Der Algorithmus REC-MULT arbeitet rekursiv und folgt demvizie&Conquer Prinzip:

Fall 1: Fallsm > maxz{n,p}, dann wird die MatrixA horizontal in MatrizenA4; und A,
mit jeweils [m /2] und |m /2| Zeilen gesplittet. Es folgen zwei Aufrufe der Fordn B und

AsB. Hierbei wird das Gesetz
Ay B AB
()= (s)

Fall 2: Andernfalls, fallsn > maxz{m,p} gilt, dann werden beide Matrizen aufgeteilt,
namlich A vertikal in A; und A, mit jeweils [n/2] und [n/2] Spalten undB horizontal
in B; und B, mit jeweils [n/2] und |n/2| Zeilen. Hierbei wird das Gesetz

ausgenutzt.
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genutzt.

Fall 3: Andernfalls, falls giltp > maxz{m,n}. In diesem Fall wirdB vertikal aufgesplittet
in B; und B, mit jeweils[p/2] und |p/2]| Spalten. Es gilt

A(By, By) = (ABy, ABy).

Fall 4: Fallsm = n = p = 1 gilt, dann werden die beiden Elemente multipliziert und zur
resultierenden MatrixX’' hinzuaddiert.

Analyse des Algorithmus REC-MULT

Satz 7.3 Der Algorithmus REC-MULT zur Multiplikation zweier Matren der Grof3en x
n undn x p benodtigtd (mnp) Zeitim RAM-Modell. Die Cache-Komplexitat betragt(m +
n+p+ (mn+ np+ mp)/L + mnp/L\/Z) Cache-Misses.

Beweis: [ohne Beweis]; fur interessierte Leser, siehe Frigo, &esisn, Prokop und Rama-
chandran.

KOROLLAR 7.1 Zur Multiplikation zweiem x n Matrizen bendtigt der Algorithmus REC-
MULT ©(n?) Zeit im RAM-Modell und©(n 4 n?®/Lv/Z) Cache-Komplexitat.

Intuitiv benutzt der Algorithmus den Cache effektiv, dembald ein Unterproblem ganz
in den Cache passt, konnen dessen Unterprobleme ohneaimegen Cache-Miss gelost
werden. Deswegen sind Divide&Conquer Algorithmen granzigh sehr gut fir grol3e
Datenmengen geeignet.

Ein Verfahren mit besserer Laufzeit ist das Verfahren vaassen (1968) zur Matrixmul-
tiplikation. Auch dieses Verfahren beruht auf dem Divide®&@Quer Prinzip. Jedoch wird
hierbei jede Untermatrix in 4 Viertel der Hohe und Langegés ungefahr /2 zerlegt.

Die Komplexitat von Strassen’s Algorithmus zur Matrixriplikation zweiern x n Matrizen
ist

O(N"") = O(N**) mit ©(n + n /L + n'" /LVZ).
Auch dieser Algorithmus ist Cache-Oblivious und kommt ttetéigch mit weniger Cache-
Misses aus. Allerdings ist der Algorithmus von Strassem aafwandig zu implementieren.
In der Praxis ist der Algorithmus von Strassen #iiK 1.000.000 noch ungefahr genauso
langsam wie die besprochenen Algorithmen zu Matrixmukgilon. Generell wird der
Algorithmus von Strassen als ein eher theoretischer Bpgesehen, der damals allerdings
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sehr Uberraschend warr.

Inzwischen wurden viele Varianten des Algorithmus von &tea gefunden. Allerdings gilt

das Matrixmultiplikationsproblem als eines der interesssten offenen Probleme, denn
man geht davon aus, dass “der beste” Algorithmus fir diBselklem noch nicht gefunden

wurde.

7.5 Weiterfilhrende Literatur

Abschnitt 3.2 halt sich eng afapitel 4: Priority Queuesus der Dissertation von Andreas
Crauser,LEDA-SM:External Memory Algorithms and Data Structures Tiheory and
Practice Universitat des Saarlandes, 2001

http://ww. npi - sb. npg. de/ ~crauser/ di ss. pdf.

Eine Kurzfassung gibt es auch in: Klaus Brengel, Andreasussna Paolo Ferragina,
Ulrich Meyer: An Experimental Study of Priority Queues in External Memémpoc. of the
Workshop on Algorithmic Engineering (WAE '99), Lecture Nstin Computer Science
1668, 345-359, Springer-Verlag, 1999.

Abschnitt 3.3 halt sich an: Frigo, Leiserson, Prokop, Remaadran,Cache-Oblivious
Algorithms MIT, Cambridge IEEE Transactions, 1999.

Originalliteratur zum Thema finden Sie unter: A. AggarwatiunS. Vitter:The input/output
complexity of sorting and related problenSommunications of the ACM 31 (9), 1988,
1116-1127

oder auch: J.S. Vitter und E.A.M. Shrivédptimal algorithms for parallel memory I:two-
level memoriesAlgorithmica, 12(2-3), 1994



