Kapitel 3

NP-schwierige kombinatorische
Optimierungsprobleme

Optimierungsproblemesind Probleme, die im Allgemeinen viele zulassige Losmg
besitzen. Jeder Losung ist ein bestimmter Wert (Zielfiomgwert, Kosten) zugeordnet.
Optimierungsalgorithmen suchen in der Menge aller zidgéssLosungen diejenigen mit
dem besten, demptimalen Wert.

Zunachst fuhren wir formale Definitionen spezieller @gpgrungsprobleme wie kombinato-
rische, lineare, und ganzzahlige Optimierungsprobleme [@anach folgt ein kurzer Ab-
schnitt zur linearen Programmierung. Abschnitt 3.3 verhaslicht den Zusammenhang
zwischen kombinatorischen und 0/1-ganzzahligen Optimigsproblemen.

3.1 Einflhrung

3.1.1 Kombinatorische Optimierungsprobleme

Kombinatorische Optimierungsprobleme tauchen relasiufig'in der Praxis auf. Ob es
darum geht einen kirzesten Weg (z.B. beste Bahnverbiratumgischen zwei Stadten zu
finden) oder eine kirzeste Rundtour zu berechnen (das ttaggteisendenproblem), einen
Baum kleinsten Gewichts in einem Graphen zu berechnen fiarB{ommunikationsauf-
bau), oder die Lagerhaltung einer Firma zu optimieren, imspelen kombinatorische
Optimierungsprobleme eine wichtige Rolle. In diesem Kalpwerden wir noch einige
andere Anwendungen und Anwendungsbereiche kennenlernen.

Ein kombinatorisches Optimierungsprobléshformal folgendermalRen definiert:
Definition: Gegeben seien eine endliche Mengg Grundmengg eine Teilmengel der
Potenzmengé” von E (die Elemente heiRerulassige Mengeaderzulassige Losungén

und eine Funktiorr : £ — K. Fur jede Mengd" C E definieren wir ihren Wert durch

9



10KAPITEL 3. NP-SCHWIERIGE KOMBINATORISCHE OPTIMIERUNGSRBBLEME

c(F') := > .cpc(e), und wir suchen eine Mengé < I, so dassg(/*) so grof3 (oder klein)
wie moglich ist.

Beispiel TSP:DasHandlungsreisendenprobleffiravelling Salesman ProblermSh ist ein
kombinatorisches Optimierungsproblem. Hierbei muss eamdiingsreisender (z.B. eine
Reisegruppe) eine Menge von vorgegebenen Stadten (zlenSeurdigkeiten in Wien)
besuchen und am Ende wieder zu seinem Ausgangspunkt (zt&l) Horiickkehren. Dabei
darf er jede Stadt nur genau einmal besuchen; die Distanz\(legstrecke) zwischen je 2
Stadten ist durch, > 0 gegeben. Das Ziel des Handlungsreisenden ist es, seinekge-
legte Weglange (bzw. Reisezeit) zu minimieren. Die GruedgeF£' entspricht hierbei der
Menge aller Knotenpaare bzw. Kanten in dem vollstandigeap@enk,, = (V, E). Die
Teilmengel der zulassigen Losungen entspricht der Menge allerssigan Touren in<,,.
Dabei ist eine Mengé’ C E genau dann eine Tour, werin zu jedem Knoten il genau
zweimal inzident ist, und der durdh induzierte Subgraph zusammenhangend ist.

Beispiel: Das Problem, das Minimum der Funktigifz) = 3z? + 2 zu finden, ist ein
Optimierungsproblem, aber kein kombinatorisches Optinmgsproblem.

Kombinatorische Optimierungsprobleme zeichnen sich dddaus, dass die Menge der
zulassigen Losungeandlich (also auch diskret, nicht kontinuierlich) ist.

Beispiel: Das Problem

max 2z + 3o (3.1
st.x1+2x9 < 3 (3.2)
3ry—xe < 5 (3.3)

r1,22 € N (3.4)

besitzt zwar nur Losungen, die diskret sind. Da jedoch dign@mengeN nicht endlich ist,
handelt es sich hierbei nicht um ein kombinatorisches Gptumgsproblem. (Achtung: Die
Menge der zulassigen Losungen ist sehr wohl endlich, wege- 2z, < 3 undz, x5 € N.
Die Grundmenge jedoch nicht.)

Ersetzt man die Bedingung (3.4) durch die Bedingung

x1, 9 € {0,1}, (3.5)
dann erhalt man ein kombinatorisches Optimierungsproble
Typischerweise haben die interessanten kombinatoriséetimierungsprobleme eine

Anzahl an zulassigen Losungen, die exponentietl ist, wie z.B.n! oder2”, wennn = |E|
die Anzahl der Elemente in der Grundmenge ist.
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Zum Beispiel ist die Menge aller zulassiger Touren des Hargsreisendenproblems awf
Stadten gegeben durch

(n—1)!
5
Eine vollstandige Enumeration der Elemente solcher Memgjeauch auf den grof3ten Rech-
nern (fur z.B.n > 40) nicht durchfuhrbar. Dagiel der kombinatorischen Optimierung
besteht darin, Algorithmen zu entwerfen, die erheblicmsder als die Enumeration aller
Losungen sind.

Eng verwandt mit den kombinatorischen Optimierungspnoleie sind dieganzzahligen (li-
nearen) Optimierungsproblem@ie wiederum eng mitnearen Optimierungsproblemeau-
sammenhangen.

3.1.2 Lineare Optimierungsprobleme

Lineare Optimierungsprobleme tauchen in sehr vielfaltigorm in der Praxis auf. Es
handelt sich dabei um die Optimierung einer linearen Zifion Gber einem Zulassig-
keitsbereich, der durch lineare Funktionen gegeben ist.

Im folgenden sind Vektoren € R" immer Spaltenvektoren; der dazugehorige Zeilenvektor
wird mit ¢ bezeichnet.

Definition: Seienm, n positive ganze Zahlem, € R™, ¢ € R" und A einem x n Matrix
mit Elementena;; € R. Eine Instanz einefnearen Optimierungsproblem@®der kurz:
lineares ProgrammLP) ist das Problem, einen Vektar € R™ zu finden, der unter allen
Vektoren, die die Bedingungefir < b erfullen, derjenige ist, mit grof3tem (bzw. kleinstem
Wert) c”'z. Dabei nennt man die zu minimierende Funktion dielfunktiondes Problemsm
die Bedingungendz < b heil3en auchRestriktionen Jeder Vektorz € R”, der alle
Nebenbedingungen erflllt, heiulassige LosungDie MengeP = {z € R? | Ax < b}
heiRtZulassigkeitsbereich

In Kurzform schreiben wir fir ein LP;

machx
Ax < b
r € R"
Viele Optimierungsprobleme aus der Praxis konnen alsafmeProgramme formuliert

werden. Anwendungen umfassen z.B. Probleme in der Pramhggianung, Portfolio
Optimierung, oder Transportprobleme.

Die Modellierung von Optimierungsproblemen als lineare Programme bzw. Zgdmige
lineare Programme ist eine wichtige sowie nicht-trivialégabe in der Optimierungspraxis.
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Als nachstes modellieren wir ein wichtiges Problem, dagéeatsachlich in deblindustrie
mit Hilfe von linearer Programmierung gelost wird (naich in ganz anderen Dimensionen).

Beispiel Olraffinerie: In Olraffinerien wird angeliefertes Rohdl durch Anwendungvo
chemischen und/oder physikalischen Verfahren in gewissdigschte Komponenten zer-
legt. Die Ausbeute an verschiedenen Komponenten hangteoneingesetzten Verfahren
(CrackprozeR3) ab. Wir nehmen an, dass eine Raffinerie au$lRivhi Komponenten
(schwere©l S, mittelschwere®©l M, leichtesOl L) herstellen will. Sie hat zwei Crackver-
fahren zur Verfugung, die die folgenden Einheiten an Ausbsowie Kosten bezogen auf
jeweils 10 Einheiten Rohol liefern:

Crackprozel? 125,2M, 1L, Kosten: 3 EUR
Crackprozel3 2tS,2M, 4L, Kosten: 5 EUR

Aufgrund von Lieferbedingungen muss die Raffinerie folgeMindestproduktion herstel-
len:3S, 5M und4L. Die Mengen sollen so kostengunstig wie moglich herdiesterden.

Das hieraus resultierende lineare Programm erhalten wir Banfliihrung von Variablem,

und z,, die jeweils das Produktionsniveau der beiden Prozessshigisen. Zum Beispiel
bedeutet ein Wert; = 2.5, dass der Crackprozel3 1 mit 25 Einheiten Rohol beschiakt wi
Jeder Vektofz, z5) € R? mit z > 0 beschreibt also ein mdgliches Produktionsniveau der
beiden Prozesse.

Angenommen, durcl, z2) sei ein Produktionsniveau beschrieben, daraus erfolgtesna
stoR3 von schwere®| von 2z, + z». Die Lieferbedingungen erfordern die folgende Neben-
bedingung

2371 + X9 Z 3.

Die Bedingungen fiir mittelschweres und leich@sergeben sich aus ahnlichétberlegun-
gen. Die Kosten betragen
z = 311 + dxs.

Dies ergibt das folgende lineare Programm:

min 3z + 5o (3.6)
21+ 10 > 3 (3.7)

201 +2x9 > 5 (3.8)

T, +4x9 > 4 (3.9)
> 0 (3.10)

z > 0 (3.11)

Beispiel Diatproblem: Bob mochte sich moglichst billig ernahren, allerdings dass er
mindestens 2000 kcal, 55 g Proteine und 800 mg Calciumteth&éeinem Laden um die
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Ecke ist die Auswahl nicht sehr grof3.

Es gibt Haferflocken zu 28 g Packungen, die 110 kcal lieferg, Rrotein, und 2 mg
Calcium, und 3 Cent kosten. Es gibt auch Huhn zu 24 Cent in 1B@dakungen, was 205
kcal liefert sowie 32 g Proteine und 12 mg Calcium. Eier kosti8 Cent und kommen
jeweils in Doppelpacks. Sie liefern 160 kcal, 13 g Protes¥emg Calcium. Eine Packung
Milch enthalt 237 ml, liefert 160 kcal, 8 g Proteine, 285 gdcdam und kostet 9 Cent. Eine
Kirschkuchen kostet 20 Cent, liefert 420 kcal, kommt in dé® j Packung, enthalt 4 g
Proteine und 22 mg Calcium. Schlie3lich gibt es noch Bohneatter 260 g Packung zu 19
Cent, die 260 kcal enthalten und 14 g Proteine sowie 80 mgu@alc

Wir formulieren das Diatproblem als lineares Programns Aistes fuhren wir fur jede
mogliche Mabhlzeit eine Variable ein, alsq fur Haferflocken,z, fur Huhn, x5 fur Eier,
x4 fur Milch, x5 fur Kirschkuchen und:¢ fur Bohnenx; = 2.5 bedeutet also, dass Bob 2.5
Packungen Haferflocken zu sich nimmt.

Die Nebenbedingungen, die aus den Ernahrungsbedinguoigem, sind:

110x1 + 20529 4+ 160z35 + 16024 + 42025 + 2602 > 2000 (3.12)
4x1 + 3229 + 1323 + x4 + 45 + 1426 > 55 (3.13)
2x1 + 1229 + ddxg + 28524 + 2225 + 80z > 800 (3.14)

Die Zielfunktion (Kosten minimieren) ist die folgende:
min 3x; + 24x9 + 13xz3 + 924 + 205 + 1926 (315)

Um zu verhindern, dass die Variablen negative Werte annehbemotigen wir noch Schran-
ken:

x; >0 furallei=1,...,6. (3.16)

Obere Schranken (d.h. Schranken derAr M; furallei = 1,...,6) werden hier nicht
bendtigt, da die Zielfunktion automatisch dafur sorgardywdie Werte moglichst klein zu
halten (da minimiert wird und alle Zielfunktionskoeffiziem groRer gleich 0 sind).

Bob uiberlegt sich, dass er Haferflocken nicht ohne Milchigku sehmen mochte. Fur je eine
Packung Haferflocken benotigt er je eine halbe Packungividees fuhrt zu der zusatzlichen
Ungleichung:

Falls allerdings Bob nicht mehr als 2 Portionen Bohneni¢hgtssen mochte, dann sollten
diesbezigliche Schranken addiert werden.

Lineare Programme tauchenvarschiedenen Formulierungerauf, z.B.



14KAPITEL 3. NP-SCHWIERIGE KOMBINATORISCHE OPTIMIERUNGSRBBLEME

e max oderminclz : Ax > b

e minc'z: Ax > bundz >0

e minc'z: Ax = bundz > 0
Diese Formulierungen konnen alle ineinander tbergefiserden (s. aucblbung). Folgende
Ubergangsregeln helfen. Dabei bezeichmedie i-te Zeile der MatrixA sowieb; deri-te

Eintrag von Vektomn:

1. max 'z < min(—c)Tx

3. alr=b;<alr>bund(—a;)Tx > —b;
4. alz > b; & alv + s, =b;, 5, >0
Dabei wirds; als Schlupfvariablgslack variablg bezeichnet.

In der allgemeinsten Form konnen also lineare Programrhdenifolgenden Formulierung
auftreten:

Sind Matrizend € R®»" B € R®s) C e R@") D e R@) und Vektorenn € R",b €

R® ¢ € RP,d € R? gegeben, dann wird durch die folgende Formulierung ein L&einer
allgemeinsten Form beschrieben:

maxa’z + b’y

Ar+ By = ¢
Cr+Dy < d
r > 0

Das Losen linearer Optimierungsprobleme ist in polyndieri€eit moglich. Es gibt hierfur
eine machtige Theorie sowie effiziente Losungsalgorghndie in der Lage sind, Instanzen
bis zu einigen Millionen von Variablen und Restriktionenlasen. Wir geben einen kurzen
Einblick in lineare Programmierung und ihre Losungsmd#roin Abschnitt 3.2.

3.1.3 Ganzzahlige Lineare Optimierungsprobleme

Treten bei linearen Programmen zusatzlich zu den linddedrenbedingungen Forderungen
nach Ganzzahligkeit aller oder eines Teils der Variablef s@ nennt man die linearen
Programmeanzzahligopdergemischt-ganzzahligsenauer, eine Aufgabe der Form
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maxa’z + b’y

Ar+ By = ¢

Cex+Dy < d
r > 0
x € 7"
y € 7"

heiRtganzzahliges lineares Optimierungsprobleater kurzganzzahliges ProgramnZur
Abkiirzung schreiben wir machm@LP oder auchLP bzw. IP (Kurznotation fur:Integer
Program).

Wird die Ganzzahligkeit nur fur einen Teil der Variablenf@eert, dann heil3t es ein
gemischt-ganzzahliges lineares Optimierungsprobleder kurz gemischt-ganzzahliges
Programm(GGLP oderMIP fur Mixed Integer Program

Naturlich treten ganzzahlige Programme selten in dieigeraeinsten Form auf. Z.B.
werden wir bei den ganzzahligen Programmen meistens agfdrone der Form

max CTJZ‘

Ax

Zn

m v

max CTJZ‘

Arx < b

max CTJZ‘

Az

m 1V IA

Zn
stoRRen.

Durfen die Variablen in einem linearen Programm nur die té&/€r oder 1 annehmen,
so spricht man von einerhinaren linearen Programnoder 0/1-Programm(BLP). 0/1-
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Programme kommen meistens in folgender Form vor:

max ¢l
Axr < b
x € {0,1}".

Man beachte, dass die Nichtnegativitatsbedingung 0 hinzugefiigt werden kann, ohne
dass an der Menge der zulassigen Losungen etwas geaniert

Ganzzahlige bzw. gemischt-ganzzahlige Optimierungspnoé treten immer dann auf,
wenn gewisse Produkte oder Resourcen nicht beliebig geterden konnen. Eine Flug-
gesellschaft kann nichg Flugzeuge kaufen, sondern nur 3 oder 4, und ebenso macht
es keinen SinnZ Lokomotiven zu produzieren. Die in linearen Programmerazlish
auftretende Ganzzahligkeit fuhrt zu erheblichen thescben und rechnerischen Problemen.
Heutzutage kann man lineare Programme fast beliebigeR&@rdnung losen, dagegen
kdonnen nicht selten ganzzahlige Programme mit 100 Vaerabhd 100 Nebenbedingungen
selbst in Hunderten von Stunden CPU-Zeit nicht gelost eerdenn im Gegensatz zur
linearen Programmierung ist ganzzahlige lineare OptiomgMNP-schwierig.

Beispiel Rucksackproblem:Fur den Stuickguttransport von einem Orrzu einem OrtB
stehem verschiedene Guterarten in unbegrenzter Menge zur §enfg. Fur den Transport
eines Stiucks der Guterartdas ein Gewicht vom; > 0 besitzt, werden; Geldeinheiten
gezahlt. Die Kapazitat eines Lastwagens, der zum TrahsjgorGiter eingesetzt werden
soll, betragb Gewichtseinheiten. Wie hat man den Lastwagen zu beladerit dar Umsatz
maximal wird? Wir fuhren Variable;, i = 1,...,n ein, die die Anzahl der eingepackten
Guter der Art angeben. Das Problem fuhrt zum folgenden ganzzahligear@n Programm:

max cCiTi -+ Ccxs + ...+,

a1x1 + asxo + ...+ anz, < b
T, > Ofurz:1,2,,n
r, € 7Zrfuri=1,2,...,n.

Ein GLP mit dieser Struktur (Morzeichenbeschrankungeanzzahligkeitsbedingungen und
nur eine Ungleichung) heiRucksackproblem

Das allgemeine Rucksackproblem ist also kein kombinatbeis Optimierungsproblem,
da die Grundmenge nicht endlich ist. In dem Fall, dass es imér lgeschrankte Anzahl
Guter fur alle Guterarten gabe, dann hatten wirldagre Rucksackproblendas wir bereits

in Algorithmen und Datenstrukturen dehandelt haben. Hierbei handelt es sich um ein
kombinatorisches Optimierungsproblem.

Ganzzahlige bzw. gemischt-ganzzahlige Optimierungspnob tauchen sehr haufig in der
Praxis auf. Sie sind z.B. inzwischen fiur Fluggesells@rafehr wichtig geworden, um die
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Flugplane zu gestalten, die Flugpreise festzulegen ¢h ldbung), und um das Flugperso-
nal einzuteilen. Aber auch das Transportwesen von Gutedrotfentliche Verkehrssysteme
lassen sich als ganzzahlige lineare Programme formulidchtige neue Anwendungen
liegen im Finanzbereich (z.B. Portfolio-Optimierung).

3.2 Lineare Programmierung
Wir betrachten das folgende lineare Programmifig R™, b € R™ und A € R(™",

min ¢’z
st. Ax > b

Fur den Zulassigkeitsberei¢heines linearen Programms gibt es drei verschiedene Méglic
keiten.

1. P = () = In diesem Fall ist das LP unlosbar, denn es existiert keimage zulassige
Losung.

2. P # 1), aber dasnf{c"z | x € P} existiert nicht (z.B0z > —1) = In diesem Fall ist
das LP losbar, aber es gibt keine optimale Losung.

3. P # Qund dasnin{c’z | = € P} existiert=- Das LP ist [dsbar und hat eine endliche
Losungz* mit ¢’ z* = min{c’z | z € P}.

Eine Aufgabe der linearen Programmierung besteht darnauseufinden, welcher der drei
Falle fur das zu losende LP zutrifft, und falls (3) zutgitlie optimale Losung zu finden.

3.2.1 Geometrische Interpretation

Wir beginnen die geometrische Interpretation mit dem HelsPlraffinerie (s. Ab-
schnitt 3.1.2).

min 3z1 + 51 (3.18)
201 +x9 > 3 (3.19)

2r1 + 219 > 5 (3.20)

1 +4x, > 4 (3.21)

2 > 0 (3.22)

2y > 0 (3.23)

Wir konnen das LP, das durch die linearen Funktionen (3is8}3.23) definiert wird, gra-
phisch interpretieren, da es nur zwei Variablen besitat, fotglich sich die Losungsmenge
im 2-dimensionalen Raum befindet. Ersetzen wir da$ Zeichen in (3.19) bis (3.23)
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durch ein Gleichheitszeichen, so erhalten wir 5 Gleichandggie Losungsmenge einer
Gleichung imR? ist bekanntlich eine Gerade. Diese 5 Geraden beranderodiigSmenge
des Systems der Ungleichungen (3.19) bis (3.23). Jederdiesgeichungen definiert einen
Halbraum oberhalb der dazugehorigen Geraden. Der Z4gkistsbereich ist genau der
Durchschnitt aller dieser Halbraume und ist in Abbildung §raphisch dargestellt.

X2
G5
5 I

\4_
+

I AN I AR I x1
0 1 \2 \3-_.4 B—p - G4
Gl G2 G3

Abbildung 3.1: Graphische Interpretation der LosungsgestiesOlproblems

Die Zielfunktion ist keine Gerade, sie reprasentiert edgbar paralleler Geraden. Nehmen
wir z.B. den Punkt: = (3, 2), der alle Ungleichungen erfullt. Sein Zielfunktionswistt19,
d.h. bei diesem Produktionsniveau treten Gesamtkosterdirelton 19 Einheiten auf. In
Abbildung 3.1 ist die Gerade

G ={x | 3x1 + bxy = 19}

gestrichelt gezeichnet. Die Menge aller derjenigen Pyrdite auf dieser Geraden liegen
und Ungleichungen (3.19) bis (3.23) erfullen, stellenddionsniveaus mit Gesamtkosten
19 Einheiten dar.

Geometrisch ist nun klar, wie wir einen Punkt finden konrusm,alle Ungleichungen erfiillt
und die Zielfunktion minimiert: Wir verschieben die Geradeso lange parallel in Richtung
auf den Punkt (0,0), bis die verschobene Gerade die Zgketsbereich nur noch tangiert.
Fuhren wir dies graphisch durch, so sehen wir, dass wir digg@ntialstellung im Punkt
x* = (2,0.5) erreichen. Die zu- parallele Gerade

G ={x | 3z + 5x2 = 8.5}
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beruhrt die Losungsmenge in nur einem Punkt, namiith jeder weitere Parallelver-
schiebung wirde zu einem leeren Durchschnitt mit diesesuhgsmenge fuhren. Wir
schlieBen daraus, dass = (2,0.5) die Optimalldsung unseres Problems ist, d.h. alle
Lieferverpflichtungen konnen bei diesem Produktionsamiveerfullt werden, und alle
anderen Produktionsniveaus fulhren zu Gesamtkostenptier Isind als die Kosten von 8.5
Einheiten, die beim Produktionsniveau vehanfallen.

Ein Beispiel eines Zulassigkeitsbereichs im 3-dimersieom Raum finden Sie in Ab-
schnitt 3.3.

Generell kann man sagen, dass die Losungsmenge eines LRsMaiiablen immer ein
Polyeder imn-dimensionalen Raum darstellt. Denn jede Ungleichung @efirinen Halb-
raum imn-dimensionalen Raum. Der Schnitt von endlich vielen Halionén ist entweder
leer oder definiert ein Polyeder. Die optimale Losung eio@s wird — unabhangig von
der Zielfunktion — immer an einer Ecke des Polyeders angenem(falls es eine optimale
Losung gibt). Genauer: es gibt immer eine optimale Eakigs Wir werden diese Behaup-
tungen in den folgenden Abschnitten formalisieren.

3.2.2 Grundlagen der Polyedertheorie

Wir beginnen mit Grundbegriffen aus der Linearen Algebia.45, z-, ...,z € R und
)\1
A= A:Q € RF
M
heif3t

k
=1

Linearkombinatiorvon x4, . . ., x;. Gilt zusatzlich
A>0 konische
SEon=1 so heiltz { affine
SE L N=1,A>0 konvexe
Kombinationvonxy, z, . .., xx. FUr@ # S C R heil3t
lin(S) lineare
conds) . konische .
aff(s) die affine Hulle von S,

conv(S) konvexe
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cone(S)

— conv(S

aff(S)

Abbildung 3.2: lllustration der Begriffe cog), con.S) und aff.S)

d.h. die Menge aller Vektoren, die als entsprechende Koatioin endlich vieler Viektoren
auss dargestellt werden konnen. Abbildung 3.2 veranschaudleghverschiedenen Begriffe
fur die beiden dargestellten Punkte.

Falls
S =1in(S) linearer Raum
S = condYS) , : Kegel
S = aff(.S) solist5 ein affiner Raum
S = conv\S) konvexe Menge

Es gilt: L C R™ ist ein linearer Unterraum desR"” genau dann wenn eid € R™*"
existiert, so das$ = {z € R" | Az = 0}. L C R” ist einaffiner UnterraumdesR" genau
dann wenn eil € R™*" b € R™ existiert, so dasg = {x € R" | Ax = b}.

Fur die lineare Programmierung sind spezielle affine Uatene, dieHyperebeneninter-
essant, die dem Spezialfall = 1 entsprechen. Eine Hyperebene ist also definiert als

{r €¢R"| a’z = ao} fura € R™\ {0},a0 € R.

Eine MengeS = {x1,x9,...,2x} € R™ von Vektoren hei3inear unabhangigwenn aus
ZL Nix; = 0 folgt, dass fur alle\; = 0 gilt (fur allei € {1,2,...,k}). Sie heil3taffin

unabhangigwenn ausy ¥ \z; = 0,52% A, = 0 folgt, dass fir alle\, = 0 gilt (fir alle

i€{1,2,...,k}).

FurS C R™ist der

Rang rang.S)
affine Rang affrang5)

max{|T"| | T C S ist linear unabhangig
max{|T"| | T' C S ist affin unabhangip

} von S

definiert durch{
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Die Dimensiornvon S ist dim(S) = affrang.S) — 1. Es gilt:

0 € aff(S) = dim(S) =
0 & aff(S) = dim(S) =

S C R" heiRtvolldimensionafalls dim(S) = n.
Fira € R", a # 0, a, € R heil3t

H={rcR"|a"z < ao}

Halbraum die durchH definierte Hyperebene itz € R™ | a’z = ao}. Eine Un-
gleichunga®™> < ay ist gliltig bezuglich einer Teilmeng& C R" genau dann, wenn
SC{zeR"|a"z < ap}.

Eine TeilmengeP C R" heiRtPolyeder falls es eine Matrixd € R(™™ und einen Vektor
b € R™ gibt mit
P ={x eR"| Az < b}.

Mit den Formulierungstricks aus Abschnitt 3.12A < d, —Dx < —d) ist also auch
P={xeR"| Az <b,Dx =d}

ein Polyeder. Halbraume sind offensichtlich PolyedereAbuch die leere Menge ist ein
Polyeder, dend) = {z | 0Tz < —1}, und der gesamte Raum ist ein Polyeder, denn
R" = {x | 072 < x}. Es gilt: Jedes Polyeddr # R™ ist der Durchschnitt von endlich
vielen Halbraumen.

Wir haben es haufig auch niblytopenzu tun. EinPolytopist ein beschranktes Polyeder:
P C{xeR"||z|| < B} fureinB > 0.

Man kann zeigen, dass die lineare, die affine, die konvexedizvikonische Hulle einer end-
lichen Teilmenge deR" ein Polyeder ist. Aus den klassischen Theoremen von Minkiows
und Weyl folgt:

SATz 3.1 [Minkowski 1896, Weyl 1935]edes Polyeddr € R™ besitzt eine Darstellung der
Form P = con\V') 4+ cond E'), wobeiV und E endliche Teilmengen dé®™ entsprechen
und umgekehrt.

Polyeder sind also genau die Teilmengen Bés die sich als Summe von konvexen und
konischen Hillen endlicher Teilmengen d&% darstellen lassen. Deshalb existieren immer
zwei Darstellungen von Polyedern

P={xeR"| Az < b} = con\V) + CON€E)
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Polytope lassen sich durdh= conu1") darstellen.
Beispiel: Wir betrachten das durch
P=10) () ()}
1 0 1
definierte Polytop. Abbildung 3.3 veranschauli¢ht

A

1 Q

Abbildung 3.3: Ein Polytop des Beispiels zu den verschieddbarstellungen

Wir wissen also, dass es eine Darstellung durch Ungleiokimggbt. Diese ist graphisch

leicht ablesbar:
P:{(x) cR* |z <1, y<1, x—l—yzl}
Yy

Sei P ein PolyederF’ C P heif3tSeitenflach&on P, falls es eine fur gultige Ungleichung
aTx < ag gibt, sodas§” = {x € P | a’z = ao}. F istechte SeitenflacHalls I’ # P. Ist

P={zeR"|alz<bi=1,2,...,k}=conuS)
und F' Seitenflache vor®, so gibt es eine Teilmenge der Indizes: {1,2, ..., k}, so dass
F={reR"|al <b,icl}.
Weiterhin gibt es auch eine TeilmengeC S, so dasg” = convR).
Eine Eckeeines Polyeder® ist definiert als eine einelementige Seitenflache Yorkine

Facettevon P ist definiert als eine maximale nicht leere echte SeitehfaonP. Fir jede
FacetteF’ von P gilt dim(F) = dim(P) — 1.

3.2.3 Bemerkungen zum Simplexalgorithmus

Lineare Programme werden heute in der Praxis mit Hilfe denpBix-Methode gelost.
Dennoch existieremorst-caseBeispiele, bei denen der Simplexalgorithmus nicht in poly-
nomieller Zeit lauft. Diese sind jedoch so selten, dassSiemlexalgorithmus heute noch
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der am weitesten verwendete Algorithmus in der Praxis istl @er schnellste), obwohl es
inzwischen auch Polynomialzeitalgorithmen gibt (z.B. shgenannt&llipsoidmethodge

Der Simplexalgorithmus wurde 1947 von George Dantzig esitelt. Seitdem gab es
grol3e Fortschritte. Heute ist es moglich, LPs mit mehréddhonen von Variablen und
Nebenbedingungen zu ldsen. Das am weitesten verbreitegga®m hierfur ist CPLEX.
CPLEX bendtigt z.B. zur Losung eines LPs mit 1.584.000alden und 401.640 Nebenbe-
dingungen 59,1 Sekunden (2.0 GHz P4).

Lineare Programmierung ist heute eine wichtige Voraussgtzum exakten Losen von
praktischen ganzzahligen bzw. gemischt-ganzzahligeaisgn Programmen.

Eine sehr schone Einfuhrung in die lineare Programmigund in den Simplexalgorithmus
finden Sie in: V. Chvatallinear Programming W.H. Freeman and Company, New York,
1983.

3.3 Kombinatorische vs. Ganzzahlige Optimierung

Kombinatorische und ganzzahlige lineare Optimierungsigrae stehen in enger Beziehung.
Sie sind sogar in einer gewissen Beziehung aquivalent. kéamm jedes kombinatorische
Optimierungsproblem als ganzzahliges 0/1-Programm foeman und umgekehrt. Hierzu
benotigen wir die folgenden Definitionen.

Ist £ eine endliche Menge, so bezeichnen wir @t denR-Vektorraum der| E|-Tupel
(oder Spaltenvektoren der Langg|) ©+ = (x.).cr, SO dass jede Komponente vammit
einem Element vorE indiziert ist. Das heil3t, jedem Elementc FE ist eine Komponente
x. von z zugeordnet und umgekehrt. I8teine endliche Menge unfl C FE, dann ist der
charakteristische Vektoy! ¢ R” fur I definiert als

xi'=1 & eerF (3.24)

XF=0 & e¢F (3.25)
Umgekehrt, ist jeder 0/1-Vektar € {0, 1} charakteristischer Vektor einer Teilmengg

von E, und zwar gilt:
F,={c€E|z.=1},x" =

Ist nun ein binares lineares Programm der Form
max{c’z | Az <b,x € {0,1}"}
gegebenen, so setzen wir:
E = {1,2,...,n} (3.26)
I = {F,CE|lzec{0,1}7 Az <b} (3.27)
c(F,) = cI'xf. (3.28)
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E ist also die Grundmenged, ist die Menge der zulassigen Losungen, undst die
Zielfunktion des dazugehorigen kombinatorischen Opimmgsproblems.

Ist umgekehrt ein kombinatorisches Optimierungsprobleniangene, 7 und Zielfunktion
c gegeben, dann setzen wir

Pr=coni{x" e R* | F € I}.

Pr ist also die konvexe Hille endlich vieler Vektoren, also Bolytop, dessen Ecken genau
den charakteristischen Vektoren der zulassigen Mergen I entsprechen. Jedes Polytop
P hat eine Darstellung durch Gleichungen und Ungleichungefl{schnitt 3.2). Fassen wir
die Funktionc : £ — R als Vektorc € R” auf, so ist jede optimale Ecklosung des linearen
Programms

max{c’z | v € Pp}

der charakteristische Vektor einer Optimalldosung dessgegen kombinatorischen Opti-
mierungsproblems (und umgekehrt).

Wir haben somit das kombinatorische Optimierungsproblegasin ein lineares Programm
umformuliert, jedoch hat diese Formulierung einige Hakeenn, um ein lineares Pro-
gramm Uber einem Polytop zu losen, ist eine FormulierurigHife von Gleichungen und

Ungleichungen notig, die hier nicht gegeben ist. Ungligtierweise existiert kein polyno-
mieller Algorithmus, um eine solche Darstellung zu berechiDie Situation ist sogar noch
schlimmer: Im allgemeinen hat eine solche Beschreibungreamtiell viele Ungleichungen
und Gleichungen, die noch dazu im allgemeinen Koeffiziertgronentieller Grol3e haben
konnen.

In der Praxis genugt es jedoch, nur einen kleinen Teil diésggleichungen und Glei-
chungen zu kennen. Es gelingt relativ haufig, exirdacheBeschreibung des Polytops in
Form eines ganzzahligen linearen Programmes zu bestimimeaer Praxis wird diese
ILP-Formulierung oft als Ausgangsbasis genommen, um eiagigie Formulierung
des PolytopsPr zu bestimmen. Das relativ junge Forschungsgebiet pibdyedrischen
Kombinatorikbeschaftigt sich mit dieser Aufgabenstellung. Es hat geteigt, dass oft ein
relativ kleiner Teil des Ungleichungssystems notwendigus gegebene kombinatorische
Optimierungsprobleme auf diese Weise beweisbar optimkisan.

Beispiel MST: Betrachte eine Instanz dééinimum Spanning Tree Problems, (MSwjt
drei Punkten (s. Abb. 3.4). Gesucht ist also ein spannendemBn K; (d.h. ein kreisfreier
Untergraph vonk(;) minimalen Gewichts bei gegebenen nicht-negativen Distad,, d,
undds. Abbildung 3.4 zeigt den dazugehorigen Graphen sowie ddadé aller moglichen
Losungen dieses MST-Problems.

Wie kann man nun diese Menge mit Hilfe von Variablen und IreedJngleichungen be-
schreiben? Wir fuhren dazu drei Variablen im 3-dimendema&Raum ein (fur jede Kan-
te genau eine), die wir; = 1 setzen, wenn die dazugehorige Kanaten der zulassigen
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ANNVAYAS

Abbildung 3.4: Graph; und Menge aller zulassigen Spannbaume auf drei Punkten

Losung (die also einem spannenden Baum entspricht) eéethiat, undx; = 0 sonst (fur
allej = 1,2, 3). Welche Bedingungen missen die Variablen erfullen,itlai® einem cha-
rakteristischen Vektor eines spannenden Baumes entgmredh diesem Beispiel ist das
einfach: Wir sehen, dass jede zulassige Losung genau\awiablen besitzt, die 1 gesetzt
sind, d.h. wir haben die Gleichung

T1+ Ty + a3 = 2. (3.29)
Und diese zusammen mit den Schranken
z; >0undz; < 1furallej =1,2,3 (3.30)
und den Ganzzahligkeitsbedingungen
x; € Zfurallej =1,2,3 (3.31)

genugt in diesem Fall (MST in drei Punkten) bereits fureegultige ILP-Formulierung.
Damit ist das ILP gegeben durch:

min  dyz + dexo + dyxs (3.32)
T1+ a0+ a3 =2 (3.33)

2; >0 furj=1,2,3 (3.34)

w; <1 furj=1,2,3 (3.35)

Jede Losung, die diese Bedingungen erfullt, entspriclot@nem charakteristischen Vektor
eines spannenden Baums. Diese drei Losungen entspreehegadzzahligen Punkten,
vy undws in Abbildung 3.5.

Der Losungsraum des linearen Programms (ohne Berudlgicly der Ganzzahligkeits-
bedingungen) ist die in Abbildung 3.5 markierte Flachee Dptimale Losung (Uber einer
beliebigen linearen Zielfunktion) wird auch hier an derzegen Ecken des Losungsraumes
angenommen. Diese stimmen genau mit den drei Punkien undvs tberein, die ganzzah-
lig sind. Deswegen kdnnen hier die Ganzzahligkeitsbadiggn aus dem urspriinglichen
ILP weggelassen werden, ohne, dass sich die Losung andert

Dies gilt allerdings nicht mehr, wenn wir das MST-Problerh Au> 3 Punkten betrachten.
Dann mussen wir weitere Ungleichungen hinzunehmen.
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X2

Abbildung 3.5: Der Zulassigkeitsbereich des MST-Proldemf K5

Beispiel LOP: Das Lineare OrdnungsproblenfLinear Ordering Problem (LOP)) ist
gegeben durch einen vollstandigen gerichteten Graghenr- (V, A) mit Bogengewichten
c € R4, Gesucht ist eine lineare Ordnung der Knoten, so dass dier@uter Gewichte
aller Bogen, die dieser Ordnung entsprechen, maximiec.wi

Diese Bedingung kann alternativ durch sogenannte azyildiarniere formuliert werden.
Eine Teilmengel’ C A heif3t Turnier genau dann, wenn fur alle,v € V, u # v gilt
entweder(u,v) € T oder(v,u) € T, aber nicht beide. Abbildung 3.6 zeigt als Beispiel den
vollstandigen gerichteten Digraphén und ein Turnier.

394@ A2

9
= NS S

Abbildung 3.6: Vollstandiger Digraph, und ein Turnier

Ein Turnier heil3azyklisch wenn es keine gerichteten Kreise enthalt. Die azyklischa-
niere in D,, entsprechen genau der Menge aller linearen Ordnungem \Kmoten. Abbil-
dung 3.7 zeigt ein azyklisches Turnier und die dazugeledigare Ordnung.

Gesucht ist ein maximales azyklisches Turnier, @hC A, T azyklisches Turnier, das
die Bogengewichte maximiert. Wir wollen nun das kombinigtdre Optimierungsproblem
(LOP) als 0/1-Programm schreiben. Hierzu fithren wir einen dekte {0, 1}4 ein, der mit
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(4)—+(3)

Abbildung 3.7: Ein azyklisches Turnier und die dazugep@tineare Ordnung

den BogenA assoziiert ist.

Welche Bedingungen muss nunerfillen, damit dieser als ein charakteristischer Vektor
einer MengeF' gedeutet werden kann, die einem azyklischen Turnier éntgfrZunachst
darf nur genau ein Bogefu, v) oder (v, u) zwischen jedem Knotenpaar v gegeben sein.
Dies fuhrt zu einer Gleichung

Tuw + Ty = 1 fur alle Knotenpaare, v € V. (3.36)

Die Menge
{2 € {0, 1} | Zyp + Loy = LfUralleu,v € V,u # v}

entspricht also der Menge aller Turniere i, = (V, A). Als nachstes missen noch al-
le gerichteten Kreise verboten werden. Dies geht dadurcdem wir fordern, dass jeder
gerichtete Kreig”' mit £ Bogen hochstens — 1 Bogen mitz,, = 1 enthalten darf. Die
dazugehorige Ungleichung lautet:

(u,w)eC
fur alle KreiseC' C A, wobei|C| die Anzahl der inC' enthaltenen Bogen angibt. Man
schreibt auch:(C) far 3°, i cc Tuv-
Man kann zeigen, dass es genigt, in diesem speziellen faklle Kreise der Lange 3
auszuschlie3en. Z.B. erhalt man die Ungleichung fur denlsreis
Cs=1{1,2,3,4,5}

durch die Addition der Ungleichungen der 3-er Kreise

C1=1{1,2,3},Cy = {3,4,1},C5 = {4,5,1} :

Ci: T12 + T23 + X31 <
Cy: T34 + Ta1 + 13 <
Csy: T45 + Ts1 + 14 <

Summe: zi, + To3 + <$31 + xlg) + X34 + <$41 + $14) + X455+ 151 <6
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Dies ergibt wegen3; + x13 = 1 undx4; + 214 = 1 schlief3lich

T12 + o3 + T34 + Tus + T51 < 4.

Genauso kann man die Ungleichung eines beliebigen andesesels durch die 3-er Kreise
erzeugen. Dies gilt in diesem speziellen Fall, weil der gege Graph vollstandig und
gerichtet ist, d.h. fur jedes mogliche gerichtete Knptear (u, v) existiert eine Kante i,
d.h. alle moglichen 3-er Kreise existierendn

Zusammenfassend ergeben die Gleichungen und Ungleichudge folgende ILP-
Formulierung. Die zulassigen Losungen von

max cTx

0L >0 Tup + Ty =1 V(u,v)€A

; z(C) <2 V3-erKreiseC' C A
nguv <1 v(U,'U)GA
Tuy €Z Y (u,v)€A

sind genau die charakteristischen Vektoren von azyklisdhenieren (linearen Ordnungen)
in D,.. Die Optimallosung dieses ILPs ist also ein charaktescsier Vektor einer linearen
Ordnung mit gro3tem Gewicht.

Nun haben wir hier die besondere Situation, dass wir den Vert:,,, kennen, sobald wir
den Wert vonz,,, kennen (dies gilt wegen der Gleichungen fur alle Knoterpaa# v).
Das heif3t, wir kdbnnen auf die Halfte der Variablen vertgeh Wir behalten also nur noch
diejenigen Variablen:,,, fur die gilt, dassu < v. Was passiert nach der Projektion an den
Gleichungen mit den 3-er Kreis Ungleichungen? Wir erhatteri verschiedene Versionen
von Ungleichungen. Im folgenden sek v < w:
xuv+wi+xwu S 2<:>xuv+wi+<1_xuw> S 2<:>xuv+wi_xuw S 1

xvu—i_xwv—i_xuw S 2<:> (1_xuv>+<1 _wi)—i_xuw 2 0<:>xuv+wi_xuw 2 0

Auch die Zielfunktion muf3 geandert werden. Wir erhalten
c(u,v) = e(u,v) — c(v, u) fur alle Knotenpaare:, v) mit u < v.

Damit erhalten wir das folgende ILP:

max ¢ x (3.37)

Tuo + Tow — Tuw >0 Yu<v<weV (3.38)
Tuo + Tow — Tuw <1 Vu<v<weV (3.39)
0<zy, <1 V(yv)eAu<w (3.40)

Tw €Z Y (u,v)€Au<v (3.41)
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3.3.1 Geometrische Interpretation

Wir betrachten das LOP-Polytop fur den Fall= 3. Der Graph, in dem wir ein maximales
azyklisches Turnier suchen, besteht also aus drei Knotéiserhs Kanten. Nach Projektion
erhalten wir drei Variablen, die wir folgendermal3en intetigren:

r12 =1 < Kantg1,2) istin der Losung enthalten, d.h. nicht die Kante (2,1)

r13=1 < Kantgl,3) istin der Losung enthalten, d.h. nicht die Kante (3,1)

xe3 =1 < Kantg?2,3) istin der Losung enthalten, d.h. nicht die Kante (3,2)
Die Menge der zulassigen Losungen laf3t sich am leictriestder Sprache désnear Orde-
ring Problemsbestimmen. Zulassig sind also alle linearen Ordnungevidglge{1, 2, 3}.
Jeder Permutation laf3t sich ein 3-dimensionaler chatskitzher Vektor zuordnen. Die

Menge der zulassigen Losungen sowie die dazugehorigarakteristischen Vektoren sind
also:

Permutation char. Vektor

<1,2,3> (1,1,1)
<2,1,3> (0,1,1)
<2,3,1> (0,0,1)
<1,3,2> (1,1,0)
<3,1,2>  (1,0,0)
<3,2,1>  (0,0,0)

Wir befinden uns also im drei-dimensionalen Raum. Jedesgigld Permutation entspricht
einem Punkt im drei-dimensionalen Raum. Die dazugehifyekte sind in Abbildung 3.8
dargestellt. Man erhalt das assoziierte Polytop, wenn diankonvexe Hille Uber die
Permutationen nimmt. Dies ist also ein Teil des Wairfels imi-dimensionaln Raum,
bei dem zwei Ecken ausgespart sind; namlich genau digenil-Punkte, die keiner
Permutation entspreche(n, 1,0) und (1,0, 1). Wir nennen dieses Polytop dasaxierte
LOP-Polytopfur n = 3.

Laut Minkowski und Weyl (s. Abschnitt 3.2.2) wissen wir apdass es fur das Polytop
auch eine Beschreibung in Form von Gleichungen und Ungleigén gibt. Als Kandidaten
hierfur sind generell diejenigen Restriktionen gut geeig die in der ILP-Formulierung
vorkommen.

Wir betrachten zunachst die 0/1-Schranken: Ungleichnr{@e40). Diese schranken den

Losungsraum innerhalb des Einheitswirfels im 3-dimameien Raum ein. Fur = 3 gibtes

genau zwei verschiedene 3-er Kreis Ungleichungen der Fo(8188) und (3.39), namlich:
Tig + To3 — 113 > 0

Ti2 + X3 —x13 < 1
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Abbildung 3.8: Das LOP-Polytop fur n=3

Abbildung 3.8 zeigt die beiden dazugehorigen Hyperebewén unter anderem auch
diejenigen 0/1-Punkte vom Wirfel abschneiden, die keiRermutationen entsprechen.
Dies ergibt genau das relaxierte LOP-Polytop (das wir dutiehandere Beschreibung in
Form der konvexen Hiulle erhalten haben). Nehmen wir diez@&aligkeitsbedingungen
hinzu, dann bleiben genau diejenigen 0/1-Punkte Ubregddn Permutationen entsprechen.

Da wir jedoch das ganzzahlige lineare Programm mit Hilfe imearer Programmierung
l6sen wollen, lassen wir erst einmal die Ganzzahligkeiigsbgungen weg. Wenn wir nun
eine beliebige lineare Zielfunktion Uber dem relaxiert&dP-Polytop optimieren, so wird
das Optimum an einer Ecke angenommen. Alle Ecken des reflaxie OP-Polytops fur
n = 3 sind aber ganzzahlig. D.h., wir erhalten automatisch gatmnipe Losungen, auch
wenn wir die Ganzzahligkeitsbedingungen weglassen. @adkdnnen wir also optimale
Losungen (fur jede gegebene Zielfunktion) des Lineargdirdy Problems furn = 3 durch
lineare Programmierung (in polynomieller Zeit) erhalten.

Auch furn = 4 undn = 5 macht das Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingungenrkeine
Unterschied: das relaxierte LOP-Polytop besitzt auch sseh Fallen nur ganzzahlige
Ecken.

Leider ist dies nicht generell der Fall. Bereits file= 6 besitzt das relaxierte LOP-Polytop
auch nicht-ganzzahlige, sogenanfigktionaleEcken. Wenn wir nun mit Hilfe von linearer
Programmierung eine Zielfunktion optimieren, kann es sdass das Optimum an einer
solchen nicht-ganzzahligen Ecke angenommen wird. In didsal missen wir zusatzliche
Ungleichungen aus der vollstandigen Beschreibung des-PQliops (die i.a. unbekannt
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ist) hinzunehmen.

Die Aufgabe, solche zusatzlichen Ungleichungen zu find#raktuelles Forschungsgebiet
der polyedrischen Kombinatorik. Hier soll nur ein Beisdi@l eine solche neue Klasse von
Ungleichungen gezeigt werden, namlich die sogenanMa&hius-Leiter Ungleichungen
Diese beziehen sich auf einen Untergraphen @order folgendermalRen aufgebaut ikt:
Kreise der Lange 4i(ist ungerade) werden so zusammengefugt, dass sie jeweilsren
unmittelbaren beiden Nachbarn je genau eine gerichtetéekgameinsam haben. Abbil-
dung 3.9 zeigt eine Mobius-Leiter fiér= 5, die in der Beschreibung des LOP-Polytops fur
allen > 10 auftaucht.

Abbildung 3.9: Eine Mobius-Leiter filk = 5

Wir erhalten die dazugehorigdobius-Leiter Ungleichungindem wir uns wieder fragen,
wieviele Bogen mindestens aus dem Graphen entfernt wendesen, um einen azyklischen
Graphen zu erhalten. Zwei Kreise sind jeweils durch einegeBoverbunden. Das heif3t,
wenn wir diesen entfernen, dann haben wir bereits zwei Kregsstort. Um alle Kreise zu
entfernen, miissen also mindesténs 1) /2 Bogen entfernt werden. Dies ergibt dibius-
Leiter Ungleichung:

S 2w <A = (k+1)/2

Tup€A
Dle Mobius-Leiter-Ungleichungen sind nur ein Beispielnveiner Vielzahl sonstiger
benotigter Ungleichungen. Einen Eindruck Uiber die geshnzahl der bendtigten Unglei-
chungen, die das LOP-Polytop beschreiben, erhalten sighall® 3.3.1.

Diese Anzahl steigt rasant an. Und trotzdem ist es mogtiel, Linear Ordering Problem
fur n = 60 mit Hilfe von ganzzahligen linearen Programmiertechni@chnittebenenver-

fahren) innerhalb von einer Sekunde beweisbar optimabgen. In der Praxis genigt also
bereits ein kleiner Teil der LOP-Beschreibung in Form vomgldichungen und Gleichungen.
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-

Anzahl der Ungleichunge
8
20
40
910
87.472
>488.602.996

~N O Ol WS

o

Tabelle 3.1: Anzahl der Ungleichungen des LOP-Polytops i 8



