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Testen von Planarität
Teil 1: Algorithmus

Planare Einbettung

Problemdefinition und Eigenschaften

Algorithmus (grob)
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Überblick

Á Planarität

ÁGrundbegriffe

ÁWie erkennt man Planarität

Á Boyer-Myrvold: Überblick

Á Idee

ÁBeispiel

ÁGültigkeit

Á Details zum Algorithmus & Analyse

ÁWie mache ich das alles eigentlich wirklich?

ÁWie mache ich das alles eigentlich wirklich schnell?
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Grundbegriffe/Planare Graphen

Planarer Graph

Nicht-Planare Zeichnung

Planarer Graph

Planare
Zeichnung

Nicht-Planarer Graph

Nicht-Planare Zeichnung
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Grundbegriffe/Beliebige Knotenpositionen

Für jeden planaren Graphen Ggilt: Für alle beliebigen 
Knotenpositionen existiert eine planare Zeichnung von G.

Theorem
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Grundbegriffe/Gerade Linien

Jeder planare Graph kann mit ausschliesslich geraden Linien 
gezeichnet werden.

Die Reihenfolge der Kanten um die Knoten bleibt gleich!

Beobachtung

Theorem
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Grundbegriffe/Faces

Kantenreihenfolge (z.B. gegen den Uhrzeigersinn)

:

:

:

:

:

implizierte Faces:

f1 :

f2 :

f3 :

f4 :

f5 :

f6 :

f1

f3f2

f4 f5

f6 (äusseres Face)
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Grundbegriffe/Faces

Kantenreihenfolge (z.B. gegen den Uhrzeigersinn)

:

:

:

:

:

implizierte Faces:

f1 :

f2 :

f3 :

f4 :

f5 :

f6 :

f1

f3f2

f4 f5

f6

(äusseres Face)
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Grundbegriffe/Einbettungen von planaren Graphen

Definition: Kombinatorische Einbettung

Für alle Knoten: zyklische Reihenfolge der inzidenten Kanten

äquivalent:

Für alle Faces: zyklische Reihenfolge der inzidenten Kanten

Kombinatorische Einbettung & Wahl eines externen Faces

Charakterisierung von planaren Zeichnungen (Äquivalenzklassen):

Definition: Planare Einbettung
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Grundbegriffe/Einbettungen ςBeispiel
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Planarität erkennen/Kleinste nicht-planare Graphen

K3,3

(vollständig bipartit)

K5

(vollständig)
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Planarität erkennen/Subdivisions & Minoren

Eine Subdivisionvon G entsteht

durch Splitten von Kanten

Ein Minor von G entsteht durch 
Verschmelzen von adj. Knoten
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Planarität erkennen/Kuratowskis Theorem

Ein Graph ist genau dann nicht-planar, wenn er eine K5 oder K3,3

Subdivision enthält.

Theorem (Kuratowski, 1933)

Ein Graph ist genau dann nicht-planar, wenn er einen K5 oder K3,3

Minor enthält.

Theorem (Wagner, 1937)
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Planarität erkennen/Zweizusammenhang

Planarität kann man für 2-zusammenhängende Komponenten 
einzeln testen

Beobachtung
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Planarität erkennen/Euler

n ςm + f = 2

Theorem (Eulers Polyederformel für planare Graphen)

ÝGegebene Einbettung durch Abzählen auf Planarität testen.

Sei G=(V,E)mit Faces F Ýn:=|V| , m:=|E|, f:=|F|

Für planare Graphen muss gelten:m Җ3n ς6

Ým = O(n)

Folgerung
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Planarität erkennen/Geschichte der Planaritätstests

1961 (Auslander, Parter): polynomiell, O(n3)

1963 (Goldstein): Behebt Fehler (Nicht-Terminierung) in AP

1964 (Demoucron, Malgrange and Partuiset): O(n2), einfach

1967 (Lempel, Even, Cederbaum): O(n2), (vertex addition)

1974 (Hopcroft, Tarjan): O(n), kompliziert, (path addition)

1976 (Booth, Luecker): LEC in O(n)mit Hilfe von PQ-Bäumen
(und st-Numbering von Even, Tarjan 1976)

1985 (Chiba et al.): Einbettung aus LEC/BL in O(n)

1996 (Mehlhorn, Mutzel): Klärung von HT, Einbettung in O(n)

1985/2003 (de Fraysseix, Rosenstiehl): DFS-basierend, neues 
Planaritätskriterium, einfacher, sehr schnell

1999/2004 (Boyer, Myrvold): DFS-basierend, einfach und schnell, Einbettung 
ergibt sich während dem Algorithmus automatisch
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BM Überblick/Quelle

Jetzt also:

Planaritätstest vonJohn M. Boyer und Wendy Myrvold

Basierend auf:

On the Cutting Edge: Simplified O(n) Planarity by Edge Addition. JGAA 8(3), 
pp.241ς273, 2004. 

Vorteile:

Á Linear O(n)

Á 9ƛƴŦŀŎƘ όƛƳ ±ŜǊƎƭŜƛŎƘΧύ

Á Schnell in Praxis

Á Einbettung ergibt sich direkt

Á Einfache Extraktion einer Kuratowski-Subdivision
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BM Überblick/Idee

Gegeben: Graph G=(V,E), n := |V| , m := | E| = O(n)

Á Berechne einen beliebigen DFS-Baum (mit beliebigen Startknoten) und

ordne Knoten gemäß DFI (DFS-Index)    (v1, v2, . . . , vn)

Á /* DFS-Baum ist trivialerweise planar. */

Á for vi = { vnΣ ΧΣ v1 }            /* Umgekehrte Reihenfolge! */

ÁBette vi, zusammen mit allen Backedges (vj,vi), mit j>i, planar ein.

ÁEinbettung mind. einer Backedge nicht möglich

Ý return Gnicht planar

Á return G ist planar (und eingebettet)
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BM Überblick/Kleines Beispiel

G DFS-Baum

Jede Kante d. Baums ist 
eigene Bicomp

Einbettung

Backedge einfügen ­
Bicomps verschmelzen




