
2/9/2010

1

VO GraphenalgorithmenςWiSe2009/10 Markus ChimaniςTU Dortmund

Steinerbaum & Co:
Primal/Duale Approximation

(1 von 2)

Steiner Baum

Problemdefinition

Kombinatorischer Approximationsalgorithmus

ILP Formulierungen
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Übersicht

Steinerbaum = Steiner Tree Problem (STP)

Grundproblem einer Reihe allgemeiner, verwandter Probleme wie z.B.

Å Prize-collecting Steiner Tree

Å k-Cardinality Tree

Å Connected Facility Location

Å Steiner Forest(nächste Woche)

Å Steiner Network / Survivable Network Design Probleme

Allgemein
Für viele dieser Probleme gibt es in der Praxis sehr effiziente 
exakte ILP-basierte Algorithmen (vergl. TSP!)

Aber auch: (diese und (vorallem) nächste Woche!)
Approximationsalgorithmen "vor dem Hintergrund" von ILPs.
­Benutzen von instanz-unabhängigemWissen um primale und duale 
Schranken der zugrundeliegener ILPs. KeinBerechnen der ILPs!
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Übersicht

Heute

Historie und Problemdefinition(en)

Euklidisches STP

Kombinatorischer Approximationsalgorithmus

ILP Formulierung

Nächste Woche

Primales vs. Duales Programm

Algorithmus

Approximationsgüte (primal/dual)

Steiner Tree 
Problem

(STP)

Lineare 
Programme

Steiner Forest 
Problem
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9Ǌ ǿŀǊ ŜƛƴƳŀƭΧ

Pierre de Fermat (1607/08ς1665)

"Gegeben drei Punkte in der Ebene. Finde einen vierten Punkt 
in der Ebene, so dass die Summe seiner Distanzen zu den drei 
gegebenen Punkten minimal ist."

Gelöst durch

Evangelista Torricelli (1608ς1647)

(Schüler von Galileo Galilei, 1564ς1642)

­ Torricelli-Punkt

Verallgemeinert auf mehrere Punkte (unter anderem) von

Jakob Steiner (1796ς1863)
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"Torricelli-Punkt" zwischen 2 Punkten

2 Punkte gegeben.
Suche Punkt Tso dass Summe der Distanzen zu gegebenen Punkten minimal ist.

T= beliebiger Punkt auf der Verbindungsgerade
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"Torricelli-Punkt" zwischen 4 Punkten

4 Punkte gegeben, konvexe Lage.
Suche Punkt Tso dass Summe der Distanzen zu gegebenen Punkten minimal ist.

Schnittpunkt der Diagonalen des Vierecks
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Torricelli-Punkt

3 Punkte gegeben.
Suche Punkt Tso dass Summe der Distanzen zu 

gegebenen Punkten minimal ist.

Existiert eine Ecke Emit Innenwinkel ²120̄ ?
­ T=E

Sonst:
Å"Induzierte" gleichseitige Dreiecke.
ÅVerbinde deren 3. Spitzen mit "anderem" 

gegebenen Punkt.
ÅSchnittpunkt dieser Geraden = T
ÅWinkel um T: jeweils 120 Grad
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Anwendung dieser Fragestellung

Mehrere erfolgversprechende Kohleschächte ςWo soll das Kohlelager stehen, 
so dass die Gesamtfahrzeitenminimal werden? ­ Torricelli-Punkt
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Anwendung dieser Fragestellung

Mehrere erfolgversprechende Kohleschächte ςWo soll das Kohlelager stehen 
und die Schienen verlegt werden, so dass die Schienenkosten minimal 
werden?
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Anwendung dieser Fragestellung

Mehrere erfolgversprechende Kohleschächte ςWo soll das Kohlelager stehen 
und die Schienen verlegt werden, so dass die Schienenkosten minimal 
werden?

12
Steinerbaum in der Geometrie

Geometrischer Steinerbaum

Gegeben n (Terminal-)Punkte in der Ebene (R2).
Verbinde diese Punkte mit Linien minimaler Gesamtlänge.

Variante

Orthogonaler Steinerbaum: die Linien dürfen nur vertikal und horizontal sein 

Terminalpunkte
Steinerpunkte
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Steinerbaum auf Graphen

Gegeben

Graph G=(TÇS,E)      (TÆS=Å)
Kantenkosten c:E­R(+)

Terminalknoten T, Steinerknoten S

Gesucht

Baum B=(TÇS',E')mit S'ÌSund E'ÌEund minimalen Kantenkosten w(E')
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Steinerbaum auf Graphen

Gegeben

Graph G=(TÇS,E)      (TÆS=Å)
Kantenkosten c:E­R(+)

Terminalknoten T, Steinerknoten S

Gesucht

Baum B=(TÇS',E')mit S'ÌSund E'ÌEund minimalen Kantenkosten w(E')
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Spezialfälle von Steinerbaum

|T|=2

Shortest Path

S=Å

Minimum Spanning Tree
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Metrisches Problem

Metrische Kantengewichte

Wann ist eine Abbildungsfunktion eine Metrik?

Identität, Symmetrie, Dreiecksungleichung  c(u,w)  ¢c(u,v) + c(v,w)

Lemma

Man kann jede nicht-metrische STP-Instanz (in polynomieller Zeit) auf eine 
metrische STP Instanz (nur modifizierte Kantengewichte) reduzieren.

Diese Reduktion bewahrt Approximationsfaktoren (und insb. auch Optimum).

Beweis

Nicht-metrisch  ­ $c(u,w)  >  c(u,v) + c(v,w)­ Kante uw wird im Optimum 
nie benutzt, weil es billiger ist beide Kanten uv, vw zu nehmen.  ­ In 
Heuristiken/Approximationen: durch Postprocessing verhindern, oder: gleich 
die kürzere Distanz bei uw speichern (­Metrik).

Å Nicht-Metrik macht das Problem nicht schwerer.

Å In Folge betrachten wir nur metrische STP-Instanzen.
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Distanznetzwerkheuristik

Distanznetzwerk

Vollständiger Hilfsgraph D=K|T| auf den Terminalknoten T
mit Kantengewichten d:E­R(+) .

Dabei ist d(u,v) = min { SeÍPc(e): P ist Weg von u nach v }Χ
Χ ŘƛŜ [ŅƴƎŜ ŘŜǎ ƪǸǊȊŜǎǘŜƴ ²ŜƎǎ ȊǿƛǎŎƘŜƴ ŘŜƴ ¢ŜǊƳƛƴŀƭŜƴ u,v in G.

Distanznetzwerkheuristik

1. Erstelle Distanznetzwerk (D,d)

2. Berechne Minimum Spanning Tree M auf (D,d)

3. Für jede Kante eÍE(M):
Wähle die Kanten des "d(e)-definierenden" Pfads in G
­Ergibt Teilgraph HÌG(im Allgemeinen kein Baum!)

4. Berechne Minimum Spanning Tree B'von (H,c)

5. Solange B'Steinerknoten als Blätter hat:
Entferne diese Blätter

6. Der resultierende Graph Bist ein Steiner Baum von G
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Distanznetzwerkheuristik ςBeispiel
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Approximationsgüte

Theorem

Die Distanznetzwerkheuristik ist eine 2-Approximation.

Beweis

1. Betrachte optimalen Steinerbaum mit Länge opt

2. Verdopple die Kanten ­ Eulertour mit Länge 2·opt

3. Laufe Eulertour ab und markiere Kanten im Distanznetzwerk D:
Markiere die Kante zwischen zwei Terminalknoten wenn sie in der 
Eulertour hintereinander besucht werden

4. Markierte Kanten haben Kosten von maximal der Länge der Eulertour 
also ¢2·opt

5. Markierte Kanten bilden (mindestens) einen Spannbaum in D­
Minimaler Spannbaum also ¢2·opt

6. Alle weiteren Operationen im Algorithmus reduzieren die Kosten der 
Lösung nur weiter.




