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Motivation

.Warum soll ich in DAP2 gehen?"
MERKE: DAP2 IST WICHTIG!!!

.Ich kann doch schon programmieren.”
ABER NICHT IMMER EFFIZIENT!



Uberblick

Asymptotische Schranken

Asymptotisc nranken
Asymptotisc nranken

Asymptotisc nranken




Laufzeitverhalten eines Algorithmus

wichtig fur:

» die Vorhersage

— Wieviel Zeit, wenn sich die Eingabegrole
verdoppelt?

» den Vergleich von Algorithmen
— Welcher ist besser?

* die Analyse von Algorithmen
— Wie gut ist der Algorithmus?




Algorithmen-Vergleich

* Fridolin: f(n)=n+3
« Gwendoline: g(n)=2n+1
» Harlekin: h(n)=2/3 n?

 Welcher ist der effizienteste?

n 1 2 3 4 S
f(n) 4 5 6 I 3
g(n) 3 ) V4 9 11
h(n) 0,7 2,7 6 10,7 16,7
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Algorithmen-Vergleich
f(n)=n+3, g(n)=2n+1, h(n)=2/3 n?
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G kauft sich einen neuen Rechner:

f(n)=n+3, g"(n)=n+1/2, h(n)=2/3 n?
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Laufzeitvergleich

 Effizienz eines Algorithmus darf nicht
vom Rechner abhangen!

 f(n) und g(n) sind ungefahr gleich gut
bzgl. Effizienz

* h(n) ist zwar fur kleine n besser als
f(n), aber uns interessieren ,grol3e” n

- ,f(n) wéchst ungefahr gleich wie g(n)*
,f(n) wachst langsamer als h(n)"



Asymptotische Laufzeit: O-Notation

* O(g(n)) ist die Menge aller positiven
Funktionen f(n), fur die ein ¢ und ein n,

(beide positiv und unabhangig von n)
existieren, so dass fur alle n 2n, gilt:

f(n) < cg(n).

O(g(n)) = {f(n): N — RT|
(3¢,ng > 0), (¥n > ng) : f(n) < cg(n)}

» ,cg(n) ist obere Schranke fur f(n) fur
grofde n”
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f(n)=n+3, g(n)=2n+1, h(n)=2/3 n2 _,=* statt ,&* ]

-+ g(n)
— = h(rq
1 9 5

f(n)=0(n)
g(n)=0(n)

_hiny-6rm
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Beweistechnik fiir O-Notation
Beispiel: Wir zeigen: f(n)=n+3=0(n) = g(n)=n

* Wir mussen also ein ¢ und ein n, (beide
positiv und unabhangig von n) finden, so

dass fur alle n 2n, gilt:  f(n) <cn

* Es mul} gelten: n+3 < cn.
* Die gilt genau dann, wenn 1+3/n < c.

 Dies ist z.B. erfullt fur n=3 und ¢c=2. Oder

auch n=2100 und c=1.5.

Tipp: Es gibt beliebig viele Moglichkeiten. Wir
mussen fur den Beweis eine davon angeben.



Beweistechnik fiir OQ®-Notation
Beispiel: Wir zeigen: h(n)=2/3n**0(n) = g(n)=n

» Wir zeigen, dass kein cund n, (positiv und
unabhangig von n) existiert, so dass fur

alle n 2n,, gilt: h(n) < cn

Sonst wirde gelten: 2/3n* < cn fur alle n2n,,
Die gilt g.d.w. 2/3n < cfur alle n2n,,

* Fur ,n gegen unendlich” wird es nie eine
konstante Zahl ¢ (unabhangig von n) geben,
die dies erfullt. Dies ist der Widerspruch.
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f(n)=n+3, g(n)=2n-+1, h(n)=2/3 n %tatt <

T f(m)ZO(e(n)
15 H 2| an)=0(f(n))

-+ g(n) /
o =M f(n)=O(h(n))

h(n)=

g(n)=O(h(n))

0 | | | \h(n)=6(gn))

1 2 3 4 S

g(n)=0(f(n)) und f(n)=O(h(n)) = gn)=O(h(n))



Asymptotische Laufzeit: Q-Notation

* QO (g(n)) ist die Menge aller positiven
Funktionen f(n), fur die ein c und ein n,

(beide positiv und unabhangig von n)
existieren, so dass fur alle n 2n, gilt:

f(n) = cg(n).

Q(g(n)) = {f(n): N —RT|
(3¢,ng > 0), (¥n > ng) : f(n) 2 cg(n)}

« ,cg(n) ist untere Schranke fur f(n) fur
grofde n”
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Asymptotische Laufzeit: ®-Notation

* O(g(n)) ist die Menge aller positiven
Funktionen f(n), fur die ein ¢, und c,

und ein n, (alle positiv und unabhangig
von n) existieren, so dass fur alle n 2n,

gilt: c,g(n) < f(n) < c,g(n).
©(g(n)) = {f(n):N— RT|
(Jc1,¢2,m0 > 0),(Vn > ng) :
c1g(n) < f(n) < cag(n)}

* ,O(g(n)) ist die Menge aller Funktionen, die
ungefahr gleich stark wachsen wie g(n)"
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Beweistechnik fiir OQ®-Notation
Beispiel: Wir zeigen: f(n)=n+3=0(n) = g(n)=n

* Wir mussen also je ein ¢,,c, und ein n,
(positiv und unabhangig von n) finden, so

dass fur alle n 2n, gilt: ¢;,n < f(n) < ¢,n

* Es mul} gelten: ¢;n < n+3 < c,n.
* Die gilt genau dann, wenn ¢,<1+3/n < c,.

 Dies ist z.B. erfullt fur n23, c,=1, ¢,=2. Oder
auch n2100 und c,=0,5 und c,=1,2.

Tipp: Es gibt beliebig viele Moglichkeiten. Wir
mussen fur den Beweis eine davon angeben.
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Tipp: Uben Sie mehr davon! Klausurverdachtig!!!

Beispiel: Wir zeigen: WorstCase Laufzeit
von InsertionSort ist in ®(n?).

Es mul} gelten: ¢,n? < an’+bntc < ¢,n°.
Die gilt g.d.w. ¢,< at+b/n+c/n? < ¢, fir grof3e n.
Wir wissen, dass a>0.

Sei T= b/n+c/n?. Wir kdnnen n, so wahlen,
dass a > 2|T| gilt fur alle n2n,,.

Dann ist z.B. erfullt fur ¢,=a/2 und ¢,=2a.

Denn: a/2>|T| = a+T=a/2 (fur T<0 und T=0)
und a+T<2a. Die c, sind positive Konstanten. |,



Eigenschaften der OQ®-Notation

 Aus der Worst-Case Laufzeit ©(n?) folgt
eine Laufzeit von O(n?) fur beliebige
Eingaben.

 Aus der Worst-Case Laufzeit ©(n?) folgt
NICHT eine Laufzeit von ®(n?) fur
beliebige Eingaben.

* Aus der Best-Case Laufzeit ©O(n) folgt
eine Laufzeit von Q(n) fur beliebige

Eingaben.




0Q0O-Notation in Gleichungen

 Manchmal sieht man auch die O-Notation
als Teilterme in Gleichungen, wie z.B.
2n°+3n+1=2n%+0O(n).

* Dies bedeutet: Es gibt eine Funktion
f(n)e®(n) mit 2n*+3n+1=2n*+f(n).
* Man schreibt dies, um zu verdeutlichen,

dass die Funktion im wesentlichen mit 2n?
wachst, zu dem ,nur® ein linear
wachsender Antell hinzukommt.




Weitere asymptotische Schranken

* o(g(n)) ist die Menge aller positiven Funktio-

nen f(n), fur die der limes von f(n)/g(n) fur ,n
gegen unendlich® gegen 0 geht.

{f(n) : N — Rt | lim f(n)/g(n) = 0}

n—oeo

o(g(n))
Aquivalent hierzu ist;

o(g(n)) = {f(n): N — Rt
(Ve > 0),(dng > 0),(VYn >ng) : f(n) <cg(n)}

* ,0(g(n)) umfaldt alle Funktionen, die echt
schwacher wachsen als g(n) selbst".
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Weitere asymptotische Schranken

‘w (g(n)) ist die Menge aller positiven Funktio-

nen f(n), fur die der limes von f(n)/g(n) fur ,n
gegen unendlich® gegenocogent.

w(g(n)) = {f(n): N =RV lim f(n)/g(n) =00}

n—oeo

Aquivalent hierzu ist;
w (g(n)) = {f(n): N — RT
(Ve > 0),(3ng > 0),(Vn>ng) : f(n) > cg(n)}

W (g(n)) umfaldt alle Funktionen, die echt
stirker Wwachsen als g(n) selbst.
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Eigenschaften der OQ®-Notation

* O(g(n)) = O(g(n)) U o(g(n))
* O(g(n)) No(gn)) =<

* ()(g(n)) = O(g(n)) U w(g(n))
* O(g(n)) Nw(gn)) =<

* f(n)=0(g(n)) & g(n)=C(f(n))
* f(n)=o(g(n)) & g(n)=w(t(n))




