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Ubersicht

Nachtrag Quick-Sort:
« Randomisierter QS
* O(log n) Speicher

Heap-Sort



Randomisierter Quick-Sort
Ziel
Laufzeit unabhangig von der ,Qualitat” der
Eingabefolge (vorsortiert, etc...)

Idee
Wahle Pivotelement zufallig aus!

.Neues” Partitionieren:
(1)  z:=Zufallszahl zwischen I und r

(2) Vertausche A[z] mit A[r]
(3) normales Partitionieren




Randomisiertes Quick-Sort

Randomisierte Algorithmen:

Es lassen sich keine Best-Case und Worst-Case
Beispiele mehr konstruieren!

Aber: Naturlich kann der Worst-Case noch eintreten!

Man berechnet eine
Erwartete Laufzeit

= Erwartungswert der Laufzeit = durchschnittliche
Laufzeit > Average-Case

E[ T(n) ]=O(nlog n)



Quick-Sort mit log(n) Speicher

Bisher: O(n) Speicher

‘l...p-1 p| p+l..r ‘

O(log n) Speicher?
- Lange Teile sofort
bearbeiten

Zwischenschritt
procedure QS(ref A,lr) (1) procedure QS(ref A,Lr)
if [ <rthen { (2) whilel/<rdo{

p = Partition(A,L,r) (3) p = Partition(A,L,r)
(4) QuickSort(A,lLp-1)
(5) [ = p+1
(6) }

QuickSort(A,lLp-1)
QuickSort(A,p+1,r)
}




Quick-Sort mit log(n) Speicher

Rekursiver Aufruf nur fur
kleinere Telle.

—>diese Teile sind < Halfte
der betrachteten Lange

- Tiefe der rekursiven
Aufrufe: O(log n)

Zwischenschriit

(1) procedure QS(ref A,Lr)
(2) while /< rdo {

(3)  p:=Partition(A,Lr)

(4)  QuickSort(A,Lp-1)

(5) [:=p+

6) 1}

p+1..r ‘

‘l...p-'l p

(1) procedure QS(ref A,Lr)
(2) while/<rdo{

(3) p = Partition(A,l,r)

4) If p-1 < r-pthen {

(5) QuickSort(A,lp-1)

(6) [ :=p+1

(7) } else {

(8) QuickSort(A,p+1,r)
9) r.=p-1

(10) } }




Was bisher geschah...

Insertion-Sort: einfach@, O(n2) §
Selection-Sort: O(n2)

Merge-Sort:  O(nlog n)©), nicht in-situ §
Quick-Sort:  praxis schnell@), O(n2) Y}

jetzt:

Heap-Sort:  O(nlog n) @, in-situ ©
Auf Basis von Selection-Sort!




Selection-Sort...

GUT
In jedem Schritt wird ein SchlUssel an seine

richtige Position gesetzt

SCHLECHT
Suchen des richtigen Schllssels: ©(n)

Den unsortierten Tell ,vorsortieren” -
Schnelles Finden des nachsten Schllssels



Heap (=Haufen)

Endlich wieder eine neue Datenstruktur!

Speicherung...
...weiterhin als Array (in-situ!)

...als binarer Baum,

an dessen Wurzel immer das groBte
Element stehen sall




Heap: Interpretation

1 2 3 4 5 6°7 -

[S[O|R|T[I[N]G]




Bindrer Baum M\

Ebene 1

Ebene 2

Knoten Elter / Vater

= Eintrage im Baum

Kanten

verbinden Knoten Blatter | = Knoten ohne Kinder
Binarer Baum: maximal 2 Kinder pro Knoten
11



Tiefe/Hohe des Baums
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Tiefe/Hohe des Baums

# Knoten BIS Ebene

w

~

15

ok-1

# Knoten PRO Ebene

N

1N

k-1

Ebene 1 1
o N
Tiefe/HOhe eines Baums =
Ebene 2 Anzahl der Ebenen - 1

Gegebene Hbhe h:
nmax — 2h+1_1
Nmin = 2h
Ebene 3
Maximale Hohe bei n
Elementen?

Ebene 4 ‘ n=2"-> hmax = |—|092 nJ

Ebene k | > HOhe des Heaps: O(log n)



G,I,N,O,R, S, T

Heap-Eigenschaft

MaxHeap =
Jeder Vaterknoten ist
grof3er als seine Kinder

Array A[l...n]

V Indizes i1:
Ali] 2 A[2i] und
Ali]l 2 A[2i+1]

falls diese Indizes
existieren

nicht erfallt!

1 2 3 4 5 6 7
Is[o|rR[T|1|N|G]




Also was ist zu tun?

Elemente im unsortierte Array so
verschieben, dass Heap-Eigenschatft
erflllt ist (CreateHeap)

GroBtes Element finden ist einfach -2
Wurzel = erstes Element im Array

Wurzel aus Heap entfernen -

Heap-Eigenschaften wiederherstellen
(Sifting)
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G,I,N,O,R, S, T

CreateHeap

Beobachtung
Die Heapbedingung ist
an den Blattern erfullt.

Algorithmus

Betrachte Knoten Uber den
Blattern = repariere
Teilheap

Bearbeite Baum von unten
nach oben = Teilbaume
sind immer Heaps

1 2 3 4 5 6 7
Is[o|R[T[1|N[G]w




G,I,N,O,R, S, T

CreateHeap

procedure CREATEHEAP () {
fori:= [n/2]...1{
SIFTDOWN (i. /)

bl

procedure SIFTDOWN (i, 77) {
while Knoten i hat Kinder {
J := Kind mit groBBerem Wert
if A[i] < A[j] then {
vertausche A[i] und A[j]
1:=]
} else return
}
}

i 2 3 4 5 6 7

Is{o|rR[T[1|N|G]+




G,I,N,O,R, S, T

CreateHeap

procedure CREATEHEAP () {
fori:= [n/2]...1{
SIFTDOWN (i. /)

bl

procedure SIFTDOWN (i, 77) {
while Knoten i hat Kinder {
J := Kind mit groBBerem Wert
if A[i] < A[j] then {
vertausche A[i] und A[j]
1:=]
} else return
}
}

i 2 3 4 5 6 7

Is[o|R[T[1|N[G]e




G,I,N,O,R, S, T

CreateHeap

procedure CREATEHEAP () {
fori:= |n/2]...1{
SIFTDOWN (i, /1)

bl

procedure SIFTDOWN (i, 77) {
while Knoten i hat Kinder {
J := Kind mit groBBerem Wert
if A[i] < A[j] then {
vertausche A[i] und A[j]
i:=]

} else return

}
}

1 2 3 4 5

\S\T\R\o\l\ﬁl\é\w




G,I,N,O,R, S, T

HeapSort

procedure HEAPSORT () {
CREATEHEAP ()
fork:=n...2{
vertausche A[1] und A[k]
SIFTDOWN (1, k-1)

bl

procedure SIFTDOWN (i, i) {
while Knoten i hat Kinder {
J = Kind mit grofBerem Wert
if A[i] < A[j] then {
vertausche A[i] und A[j]
1:=]
} else return

}

) \é\é\;\o\l\N\T\go




G,I,N,O,R, S, T

HeapSort

procedure HEAPSORT () {
CREATEHEAP ()
fork:=n...2{
vertausche A[1] und A[k]
SIFTDOWN (1, k-1)

bl

procedure SIFTDOWN (i, 2) {
while Knoten i hat Kinder < m {
J := Kind < m mit groBBerem Wert
if A[i] < A[j] then {
vertausche A[i] und A[j]
i:=j
} else return
}
}




G,I,N,O,R, S, T

HeapSort

procedure HEAPSORT () {
CREATEHEAP ()
fork:=n...2{
vertausche A[1] und A[k]
SIFTDOWN (1, k-1)

bl

procedure SIFTDOWN (i, 2) {
while Knoten i hat Kinder < m {
J := Kind < m mit groBBerem Wert
if A[i] < A[j] then {
vertausche A[i] und A[j]
i:=]

} else return

}
}




G,I,N,O,R, S, T

HeapSort

procedure HEAPSORT () {
CREATEHEAP ()
fork:=n...2{
vertausche A[1] und A[k]
RSIFTDOWN (1, k-1)

bl

procedure SIFTDOWN (i, 2) {
while Knoten i hat Kinder < m {
J := Kind < m mit groBBerem Wert
if A[i] < A[j] then {
vertausche A[i] und A[j]
i:=j
} else return

}




G,I,N,O,R, S, T

HeapSort

procedure HEAPSORT () {
CREATEHEAP ()
fork:=n...2{
vertausche A[1] und A[k]
SIFTDOWN (1, k-1)

bl

procedure SIFTDOWN (i, 2) {
while Knoten i hat Kinder < m {

J := Kind < m mit groBBerem Wert k
vertausche A[i] und A[j]
i:=j

} else return
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HeapSort

procedure HEAPSORT () {
CREATEHEAP ()
fork:=n...2{
vertausche A[1] und A[k]
SIFTDOWN (1, k-1)

bl

procedure SIFTDOWN (i, 2) {
while Knoten i hat Kinder < m {
J := Kind < m mit groBBerem Wert
if A[i] < A[j] then {
vertausche A[i] und A[j]
i:=]

} else return




G,I,N,O,R, S, T

HeapSort

procedure HEAPSORT () {
CREATEHEAP ()
fork:=n...2{
vertausche A[1] und A[k] k

RSIFTDOWN (1, k-1)
) ; 5[N]

procedure SIFTDOWN (i, 2) {
while Knoten i hat Kinder < m {

J := Kind < m mit groferem Wert

£A171<A0) e [0] <[R] «[S] -[T]
vertausche A[i] und A[j]
i:=j

} else return

}
} 26




Analyse SiftDown

procedure SIFTDOWN (i, ) {
while Knoten i hat Kinder {
J := Kind mit grofBerem Wert
if A[i] < A[j] then {
vertausche A[i] und A[j]
1:=]
} else return
}
}

O( Baumtiefe ) = O( log n)

1 2 3 4 5 6 7

27
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Analyse CreateHeap

procedure CREATEHEAP () {
fori:= [n/2]...1{
SIFTDOWN (i, n)

bl

Schleife:
O(n) mal
Pro Schleife:
O(log n)

- O(nlogn)

Es gilt sogar: O( n) 1 2 3 4 5 6 7
[G] I [N[O]|R[S]T

28




Analyse HeapSort

procedure HEAPSORT () {
CREATEHEAP()
fork:=n...2{
vertausche A[1] und A[k]
SIFTDOWN (1, k-1)

I

CreateHeap:
O(nlog n)

Schleife:
O(n) mal

Pro Schleife:
O(log n)

- O(nlog n) 1 2 3 4 5 6 7
[G[IINJO[R[S|T
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Best Case?

Annahme: linear

- SiftDown nur konstant (k) viele Schritte
> zu wenig Platz firr alle Blatter!




Eigenschaften

in-situ?

stabil ? \
adaptiv? \

1 2 3 4 5 6 7

G 1[N]O|R[S|T]-




Alternative Sift-Methoden

SiftDown (bisher) 1
Versickern von Wurzel bis zu
Blatt (2 Vergl./Ebene)

u.v.m. I/ }
SiftUp

Pfad von Wurzel bis zu Blatt (1 Vergl./Ebene),
JAufwarts sickern“ von Blatt zu Wurzel (1 Vergl./Ebene)
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Heap, heap,
hurra!

Ende



