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Motivation

.Warum soll ich heute hier bleiben?"
Heute besprechen wir Skiplisten!

.Was ist daran Besonderes?"
Einfacher und schneller als alles bisherige!

Uberblick

» Wiederholung Insert/Delete in B-Baume
s. vorherige Vorlesung

* B*-Baume

+ Einfiihrung von Skiplisten

» Suchen/Einfiigen/Entfernen in Skiplisten

Entfernen in B-Bdumen

(1) Den zu entfernenden Schlussel x suchen

(2) Falls x in einem Blatt ist: einfach entfernen

(3) Sonst: Suche direkten Vorganger (dieser ist Blatt),
Uberschreibe x mit dessen Schlissel und entferne das
Blatt.

(4) Falls dieses Blatt B nun zu wenige Schllssel besitzt,
dann entweder (5) oder (6)

(5) Reparatur A: Rotation: Falls ein Geschwisterblatt von
genug Schlissel enthalt, dann wird ein Schlissel daraus
verwendet um die GréR3e von B wiederherzustellen.

(6) Reparatur B: Verschmelzen: Sei y ein Geschwisterblatt
von B. Wir verschmelzen vy, § und ihren Trennschlissel in
einen neuen grof3en Knoten

(7) Setze die Reparatur rekursiv fort (evtl. nach (6) nétig)

Diskussion zum Entfernen (1)

*  Warum ist Reparatur B korrekt?
*  Wir wissen, dass
— B nur 'm/21-2 Schliissel enthalt
— beide Geschwister (bzw. y) von 3 nur Tm/21-1
Schllssel enthalten
— damit: der neue Knoten hdchstens m-1
Schllssel besitzt.

Analyse von Delete(r,s)

Laufzeit: ©(Hohe des Baums)=0(log n)




Diskussion zum Entfernen (2)

+ Alternative zu Reparatur B ware eine erweiterte
Rotation:

+ Falls ein Geschwister y” von einem Geschwister-
knoten y von B genligend Schllssel besitzen
wirde, ware eine doppelte Rotation denkbar:
zunachst von y’ nach y, danach von y nach B.

» Also ware es denkbar solange alle Nachbarn
abzusuchen, bis ein Knoten gefunden wird.

» Die Zeit hierfiir ware O(m).

» Aber: Reparatur B ist besser, weil Zeit: O(log n),
und in der Praxis log n <m

Varianten zum Einfiigen/Entfernen

*  Wir durchlaufen fiir diese Operationen den Baum
einmal von oben nach unten, einmal von unten
nach oben.

» Es existieren auch Alternativen bei denen beim
Einfigen und Entfernen der Baum jeweils nur
einmal von oben nach unten durchwandert wird:

» Hierbei werden die besuchten Knoten des
Baumes gleich ,auf Verdacht” gespalten (falls sie
groB sind) bzw. verschmolzen (falls sie klein
sind).

Varianten von B-Bdumen

* Alternative Realisierungen garantieren jeweils
eine 2/3 Fillung der Knoten.

+ oder erweitern den Baum durch Zeiger zwischen
den Geschwistern.

» oder akkumulieren ,falsche® Balancierungen auf
und reparieren diese spater gemeinsam.

» Es gibt immer wieder neue gute Einfélle!

* Auch in der praktischen Umsetzung gibt es
immer wieder Neues!

Spezielle B-Bdaume

+ 2-3 Baum = B-Baum der Ordnung 3
[Hopcroft ‘70]
» 2-3-4 Baum = B-Baum der Ordnung 4

* Rot-Schwarz-Baum = 2-3-4 Baum in dem
grofl3e Knoten durch binare Teilbdume
simuliert werden

B*-Bdume

In Literatur auch: ,B*-Baume”

* Im Wesentlichen B-Baume bei denen die
Datensatze nur in den Blattern stehen.

* Die inneren Knoten enthalten ausschliesslich
Schlussel (und Zeiger) zur Suchsteuerung.

B*-Bdume

* Vorteil: Ein innerer Knoten kann mehr
Schliissel aufnehmen.

« Dadurch wird Verzweigungsgrad erhéht und
die Hohe nimmt ab.
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rot_| blau | griin

gelb || weiss

cyan || pink || rosa ||ocker

grau | beige || gold

rot_| blau | griin

gelb || weiss cyan || pink || rosa ||ocker

grau | beige || gold

silber || khaki
1"

silber || khaki
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B*-Baum der- Ordnung (m,m*)

» Die inneren Knoten besitzen zwischen 'm/21-1
und m-1 viele Schllssel.

* Injedem Blatt sind zwischen Tm*/27-1 und m*-1
viele Schlissel-Daten-Paare gespeichert.

» Dies fiihrt zu besseren Externspeicherbedin-

gungen.

grau | beige || gold

rot_| blau | griin gelb || weiss cyan || pink || rosa ||ocker

silber || khaki

Operationen in B*-Bdumen

Suchen, Einfligen, Entfernen: sehr ahnlich wie
in B-Baumen.

rot_| blau || grin

gelb J|weiss|| || cyan || pink | rosa [locker]| || grau ||beige || gold

silber || khaki ‘
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Kap. 4.6: Dictionary-
Realisierungen in der Praxis

Quelle: K. Mehlhorn, S. Naher:
LEDA: A platform for combinatorial and geometric computing,
Cambridge University Press, 1999, S. 127
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Zufdllige Eingabefolge
— skiplist Integers aus [0..107]
| —-rs_tree L
bin_tree Laufzeit nach je
rb_tree 10% Operationen
— avl_tree = —7
bb_tree
——ab_tree
. /

\*/al;tree: 2-3-4 Baume

insert search delete total 16

3 Sortierte Eingabefolge
1,4
— skiplist Integers: 0,1,2,...
1244
:Z:ttiz Laufzeit nach je
11— avl_tree — 10° Operationen ————
bb_tree
0,8 +— ——ab_tree
BinTree: 2704 firr insert,
06 N iniree urinse /

1354 fir lookup *'*/
/

0,4 -
0,2 Ve
ab-tree: 2-3-4 Bdume

0 ;
insert search delete

total
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Kap. 4.5: Skiplisten




Einflihrung von Skiplisten Perfekte Skiplisten

* Idee: Simulation von Binary Search auf einfach * Idee: Simulation von Binary Search auf einfach
verketteten Listen verketteten Listen

» dies geschieht durch Hinzufligen mehrerer
Zeiger auf Nachfolger Niveau i des Zeigers

* Verallgemeinerung von einfach verketteten

Listen ’_.l. 3 > ]
. . 2 > > | -
Einfach verkettete Liste: 1

SAPEPEFEAFEFEFIFE] [ PAFEAFEE T E I e e
1 2 3 4 5 6 7 8

10 Anfangselement Endelement nicht mehr angezeigt

Perfekte Skiplisten Suchen in Skiplisten
» Elemente c der Liste besitzen H6he h(c) Sei s der zu suc.r?ende Schl-ussel
+ jedes Element ¢ enthélt einen Schliissel und (1) Folge dem hochsten Zeiger des Anfangselements:
h(c)+1 Zeiger auf nachfolgende Listenelemente der Schlissel sei s
(LE) (2) Solange s’<s: folge dem Zeiger auf gleichem

+ Anfang und Ende der Liste: je ein Pseudo-Element Niveau zu Nachfolgeelement - neues s’

ohne Daten, gleiche Hohe wie maximales Element (3) Solange s™s: Reduziere das Niveau um 1: folge
in der Liste; Schliissel des Endelements ist groer diesem Zeiger zu Nachfolger — neues s’
als alle anderen (4) Gehe zu (2)
» Zeiger i fur 0<i<h(c) zeigt auf Element, das 2! (5) Falls s==s": STOP: s gefunden
Positionen hinter LE ¢ steht oder auf Endelement (6) Sonst: wir sind auf Niveau 0 angekommen und

haben s nicht gefunden

Suche in Skiplisten Datenstruktur einer Skipliste

Suche nach 12:

» c.height: Hohe von Listenelement ¢

Vergleiche . . )
Niveau i des Zeigers « c.next[i]: Nachfolger auf Niveau i
................. 1 « L.head: Anfangselement der Liste
T LSRR . <
Fr S S— 3 eeerreeeeeee., .y « L.height: Hohe des Anfangselements
N N e T Nae!
4.....
1 o b A

P4l {6l {7 ol Pzl e e
1 2 3 4 5 6 7 8

Anfangselement Endelement nicht mehr angezeigt >




SEARCH(L x)

(1) p=L.head

(2) for i:=L.height to 0 do {
(3) while p.next[i].key <x do
%) p:=p.next([i]

()}

(6) p:=p.next[0]

(7) if pkey ==xthen

(8) returnp

(9) else return nil
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GroBe der Perfekten Skipliste

Sei n=2'. Die Hohe ist dann also |.
Lemma: Die Anzahl der Zeiger in einer perfekten
Skipliste ist 2n +log n+ 1 = O(n).

Denn: Die Anzahl aller Zeiger, die nicht von
Anfangselement ausgehen:

l
i Vi T
] — — 1= — =2n
ntgtgtHl= Y G2

Die Anzahl aller Zeiger, die vom Anfangselement

ausgehen: I+1=log n+1
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Analyse der Suchzeit

Beobachtung: Auf jedem Niveau gibt es héchstens
zwei Vergleiche.

Denn: Entweder der Schliissel ist zu groR, dann wird in ein
kleineres Niveau abgestiegen. (Es wird nie wieder
aufgestiegen.)

Oder der Schlussel ist zu klein, dann wird ein Vergleich
ausgefiihrt. Aber wir wissen: nach zwei Vergleichen auf
dem gleichen Niveau sind wir wieder dort, wo wir schon
auf héherem Niveau verglichen haben.

Lemma: Die Suchzeit in einer perfekten Skipliste ist
durch O(log n) beschrankt.

Einfiigen und Entfernen in
Perfekten Skiplisten
Hierzu ware eine komplette

Reorganisation mit
Laufzeit Q(n) notwendig!!!

Einfliigen von 2:

Niveau i des Zeigers

I Idee: Randomisierte Skiplisten
Fl- 3 — 3
2 . R

2
1
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Randomisierte Skiplisten

» Idee: Die Verteilung der Hohen in der Skipliste
entspricht ungefahr der Verteilung in einer
perfekten Skipliste.

IWie erreicht man diese Verteilung?

Niveau i des Zeigers

32 >
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Randomisierte Skiplisten

* Elemente c der Liste besitzen H6he h(c)

+ Diese Hohe wird zufallig bestimmt, so dass die
Verteilung derjenigen einer perfekten Skipliste
entspricht.

« Jedes Element c enthélt einen Schlussel und
h(c)+1 Zeiger auf nachfolgende Listenelemente

« Anfang und Ende der Liste: je ein Pseudo-Element
ohne Daten, gleiche Hohe wie maximales Element
in der Liste; Schlissel des Endelements ist grofier
als alle anderen
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Einfiigen in randomisierte Skipliste

(1) Suche die Position, an der eingefligt werden soll

(2) Fuge dort einen neuen Container ein, und
bestimme dessen Héhe durch folgendes
Zufallsexperiment:

» Fir das Aufspalten der Zeiger, die durch ¢ laufen,

» Furjedes i enthalt update[i] einen Zeiger auf den

Einflgen in randomisierte Skipliste ff.

fuhren wir zusatzliches Array update]i] ein:

am weitesten rechts liegenden Container mit

(2) for i:=L.height to 0 do {

(3) while p.next[i].key <x do

4) p:=p-next[i]

(5) update[i]=p

) }

(7) p:=p.next[0]

(8) if p.key ==x then // Schliissel x schon da
(9) else

(3) Setze die Hohe = 0. Hohe mindestens i links von c.
(4) Wiederhole:
(5) Minzwurf: Falls ,Zahl, dann: 3 >
(6) Hohe=Hghet1 o [
(7) Solange bis ,Kopf* erscheint. R . N Y S » [ > [ b
(8) Aufspalten aller Zeiger die ,durch* neuen Ot 2 4] -} 8-> 9| 17| F>i20] Plas| Ta7r[ I
Container laufen | 1 2 3 4 5 6 7 832
INSERT(L x) @ease  TNSERT(LX) ff.
(1) p=L.head
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(10) newheight:=randomheight()

(11) if newheight > L.height then {

(12)  for i:=L.height+1 to newheight do {
(13) update[i]:=L.head }

(14)  L.height:=newheight

(15) }

(16) p:=newContainer(x,newheight)

(17) for 1:=0 to newheight do

(18) p.next[i]:=update[i].next[i]

(19) update[i].next[i]:=p
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Entfernen aus randomisierter Skipliste DELETE(L %)
(1) p=L.head

+ analog wie Einfligen

(2) for i:=L.height to 0 do {
(3) while p.next[i]l.key <x do
@) p:=p.next[i]

(5) update[i]=p

©) }

(7) p:=p.next[0]

(8) if p.key ==x then

v

|
R

|

|




DELETE(L x) ff.

(8) if p.key ==x then

(9) for i:=0 to p.height do

(10)  update[i].next[i]:=p.next[i]

(11) while L.height> 1 and
L.head.next[L.height].key == o do

(12) L.height := L.height-1

(13) }
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Eigenschaften randomisierter
Skiplisten

Beobachtung: Skiplisten besitzen kein Gedachtnis,
d.h. Elemente, die eingefugt und wieder entfernt
wurden haben keinen Einfluss auf das
Aussehen der aktuellen Skipliste.

Dies ist bei den anderen Datenstrukturen, wie
z.B. den bindren Suchbaumen anders.
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Analyse randomisierter Skiplisten

Beobachtung: Wir kdnnen keine Worst Case
Schranke garantieren, denn theoretisch ist es
maoglich, dass ein Listenelement eine beliebig
hohe Héhe erhalt.

Dies ist jedoch ,unwahrscheinlich®.

Lésung: Wir analysieren die Erwartungswerte
und zeigen, dass grofie Abweichungen von
diesen Werten extrem unwahrscheinlich sind.

A———
nachstes Mal© 5




