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Uberblick Kap. 3

3.1 Einfiihrung
— Kombinatorische Optimierungsprobleme
— Lineare Programmierung (Kurzeinflihrung)
— Polyedertheorie (Kurzeinfiihrung)
3.2 Kombinatorische vs. Ganzzahlige Optimierung

3.3 Bsp: Das Lineare Ordnungsproblem

3.4 Exakte Verfahren fiir Ganzzahlige Optimierung
— Schnittebenenverfahren, Separationsproblem
— Branch-and-Cut

4. Bsp: Das Handlungsreisendenproblem (TSP)

3.2 Zusammenhang zu Kombinatorischer
Optimierung

Jedes kombinatorische Optimierungsproblem kann
als BLP formuliert werden und umgekehrt.

Fir jedes kombinatorische Optimierungsproblem
existiert eine Formulierung als LP.

Diese ist jedoch meist
nicht bekannt.

Kombinatorische Optimierung vs. 0/1-IP

Gegeben ist kombinatorisches OP: (E,l,c)
Assoziiertes 0/1-IP:

Pp=conv{x’ € {0,1}F | Fer}
max{c'z | 2 € Pp}

P, ist ein Polyeder und besitzt somit eine LP-Beschreibung

Wir kénnen also jedes komb. OP als LP formulieren

Probleme:
* Berechnung der LP-Darstellung nicht in pol.- Zeit méglich
* i.A. exponentiell viele Ungleichungen
» Ungleichungen besitzen Koeffizienten exponentieller
GroRe

Lésungsraum (Polyeder) definiert durch die Constraints der LP-Formulierung

Zielfunktion

Zulassigkeitsbereich

X

Lineares Programm (LP)




Loésungsraum definiert durch die Constraints der GLP-Formulierung
LP-Relaxierung liefert Polyeder als Lésungsraum, der alle Lésungen umfasst

Zielfunktion

/ Optimum der
> LP Relaxierung

Abrunden der Optimalen

CAEESED C Losung der LP-Relaxierun

Lésungen V

I Constraints (i.A. unbekannt) der LP-Formulierung von conv(V) I

Ganzzahliges Lineares Programm (GLP)

3.3 Lineares Ordnungsproblem (LOP)

Gegeben: ein vollstandiger gerichteter Graph G=(V,A) mit
Kantengewichten c,, fiir alle Bégen (u,v) in A.

Gesucht: eine lineare Ordnung der Knoten, so dass die
Summe der Gewichte aller Bogen, die dieser Ordnung
entsprechen, maximiert wird.

Anwendungen: Triangulation von Input-Output Matrizen,
Rangbestimmung in Turniersportarten, Graph Layout

Graphen-Theoretische Formulierung

Gegeben: ein vollstéandiger gerichteter Graph G=(V,A) mit
Kantengewichten c,, fiir alle Bégen (u,v) in A.

Gesucht: ein spannendes, azyklisches Turnier in G
mit gréStem Gewicht

Turnier: TCA: entweder (i,j)eT oder (j,i)eT aber nicht beide

AT L CuuTuy
uFv
D<= 1 Yu < v

O< oy + Tow — Tuw =1 Yu<v<w

Tuy '9_| P-Relaxierung des IPs

* n<6: Entfernung der Ganzzahligkeitsbedingungen
macht keinen Unterschied

* D.h. die Ecken des relaxierten LOP-Polytops sind alle
ganzzahlig

* n>=6: zusatzliche Ungleichungen notwendig

Suche nach zusatzlichen Ungleichungen
der LP-Beschreibung von P=conv(V)

idealerweise: facetten-definierende Ungleichungen

(die dazugehorige Hyperebene def. eine Facette von P) 4

Lésungsraum definiert durch die Constraints der GLP-Formulierung
LP-Relaxierung liefert Polyeder als Lésungsraum, der alle Lésungen umfasst

Zielfunktion

Zulassige e
Lésungen V

==Facetten
von conv(V)

I Constraints (i.A. unbekannt) der LP-Formulierung von conv(V) I

Ganzzahliges Lineares Programm (GLP)

1"

Beispiel: Mobius-Leiter Ungleichungen:

Allgemein:
k Kreise, k ungerade

Es ist notwendig, mindestens
Bdgen zu entfernen,
um G azyklisch zu machen

Z Tuy < |E| = (k+1)/2
uwve

M@obius-Ungleichungen beschreiben Facetten des LOP-Polytops
Foschungsgebiet: Polyedrische Kombinatorik 2




Polyedrische Kombinatorik: LOP

Konvexe Hiille aller charakteristischer Vektoren,
die Permutationen von 1 Elementen beschreiben.

1

Anzahl der Facetten,
d.h. die Anzahl der

=

3 theoretisch not-
4 20| wendigen Linearen
5 40 Ungleichungen
6 910

7 87,472

8 |>488,602,996

For 1=60 ist LOP exakt I6sbar innerhalb 1 Sekunde
mittels Schnittebenenverfahren. 13

3.4 Schnittebenenverfahren und Branch & Cut

Addiere Ungleichungen
nur bei Bedarf

Zulassige ,
Lésungen

Y/

Zielfunktion

H Gegeben ist ein Punkt x und OP.
Separ‘a'honspr*oblem Gesucht ist eine Ungleichung,

y die diesen Punkt --- aber keine

...oder Beweis, dass
keine solche Un-
Zulassige, gleichung existiert.
Lésungen

Y/

Zielfunktion

zuldssige Lésung --- abschneidet.

Idee von Schnittebenenverfahren

(1) Starte mit einer Teilmenge der Restriktionen

I (2) Lése LP, sei x* die gefundene Optimalldsung I

(3) Entscheide, ob es weggelassene Restriktionen
aTx<=b, gibt, so dass aTx>b,?

(3.1) Falls NEIN: STOP (Relaxierung geldst)

(3.2) Falls JA: Bestimme solche, fiige sie zu LP
hinzu und gehe zu (1)

Separationsproblem 1

Definition Separationsproblem

Gegeben ist ein Punkt 7 € RF und ein Polytop
P.

Bestimme, ob T € P, und falls = € P, finde eine
Restriktion alx < by, die fiir alle Punkte z € P
gultig ist, jedoch fur den Punkt  verletzt ist.

D.h. fiir alle Punkte = € P muB gelten a”z < by
und fiir # muB gelten alZ > by

Satz von Grotschel, Lovasz, Schrijver

Das Optimierungsproblem ist in polynomieller Zeit
I6sbar genau dann wenn das zugehorige
Separationsproblem in polynomieller Zeit I6sbar ist.

Frage: Kénnen wir Separationsproblem flr
3-Kreis Ungleichungen fir LOP |6sen?

JA: durch Aufzahlen und Ausprobieren aller Ungleichungen




Geometrische Interpretation LOP
mar Z CraLae

uFEy
D<ayr <1 YVu < v
O<ewt+opw —2uw <1 Yu<v<w

ruy ganzzahlig
Beispiel n=3: X1, X33 Xo3

Permutation charakt. Vektor
<1,2,3> (1,1,1)
<2,1,3> (
<2,3,1> ( i :
<132>  (110) ©.9
(
(

X15Xp3-X15=0
Oy

<3,1,2>
<3,2,1>
<3,2,1>

Beispiel: Acyclic Subgraph

Problem: Finde gré3ten azyklischen Untergraphen
in gewichtetem Digraphen D=(V,A) mit Gewichten
d:A—N

max Z dup Ty
uvEA
E Tyy = |C| -1 V¥ Kreise
wwe
gy € {0,1}

Problem: LP-Relaxierung besitzt exponentiell viele Ungleichungen

Lésung der LP-Relaxierung: durch Separierung %

Satz von Grotschel, Lovasz, Schrijver

Das Optimierungsproblem ist in polynomieller Zeit
I6sbar genau dann wenn das zugehorige
Separationsproblem in polynomieller Zeit I6sbar ist.

Frage: Kénnen wir das Separationsproblem
flr das Acylic Subgraph Problem 16sen?

JA: durch Kirzeste Wegeprobleme

Beispiel: Acyclic Subgraph

max X Curdyy
uveA
z Ty = |C]—=1 V¥ Kreise C
ureC
Tuy € {0,1}
Yz <ICl-16w > (1—ze)>1
ecC ecC

« Fir alle Kanten f € A tue:
* Fixiere diese Kante f= (u,v)
* Berechne kirzesten Weg in D mit Gewichten 1-x,
« Falls Weglange W+(1-x,,)<1, dann: verletzte Ungleichung
gefunden, die nun zum System hinzugenommen wird
* Sonst: Beweis, dass keine verletzte Ungleichung, die
f enthalt, existiert. 22

Branch-and-Cut Verfahren

Verbindung von Schnittebenenverfahren
mit Branch-and-Bound

Versuche, jeweils die Teilprobleme (LP-Relaxierungen)
mittels Schnittebenenverfahren zu I6sen

Falls die Losung nicht ganzzahlig ist, dann wahle
nicht-ganzzahlige Variable und generiere zwei neue
Teilprobleme:

P1 mit zusatzlichen Restriktionen x =0

P2 mit zuséatzlichen Restriktionen x =1

Branch & Cut (6rundidee)

* |dentifiziere die zulassigen Lésungen mit 0/1-
Vektoren

» Beschreibe die konvexe Hiille dieser
Vektoren méglichst gut durch lineare
Ungleichungen

24




Branch & Cut (Grundidee)

Menge der zuldssigen Lésungen

Branch & Cut (Grundidee)

Konvexe Hiille Uber diese Menge

26

Branch & Cut (6Grundidee)

Ziemy

Die Beschreibung der konvexen Huille durch lineare
Un-/gleichungen ist i.A. nicht bekannt.

Branch & Cut (6Grundidee)

Loésung: stattdessen Relaxierung der GLP-Formulierung

29

Branch & Cut (6Grundidee)

Lésungspunkt tUber die LP-Relaxierung ist aber
nicht zulassig fir unser Originalproblem

Branch & Cut (6rundidee)

* |dentifiziere die zulassigen Lésungen mit 0/1-
Vektoren

» Beschreibe die konvexe Hiille dieser
Vektoren méglichst gut durch lineare
Ungleichungen

» Finde moglichst gute Algorithmen, die fir
einen gegebenen Punkt von diesem verletzte
Ungleichungen finden bzw. feststellen, dass
keine solchen existieren.

=_—) Separierung

32




Branch & Cut (Grundidee)

Schnittebene fiir Separierung.“'"

Branch & Cut (Grundidee)

35

Branch & Cut (6Grundidee)

/s

neuer Losungspunkt der LP-Relaxierung
37

Branch & Cut (6Grundidee)

A

Hinzufligen einer Schnittebene: ,schneidet den Punkt weg”
39

Branch & Cut (6Grundidee)

Schnittebenenverfahren (Cutting Plane Method)

/

neuer Losungspunkt der LP-Relaxierung
— zuléssig und damit optimal o

Und wenn man gar keine
Schnittebenen mehr findet
aber nicht ganzzahlig
(bzw. optimal) ist?

— Branch

42




Branch & Cut (6Grundidee)

Branch & Cut (6Grundidee)

Separierungs-

problem

Lése Relaxierungen mit Schnittebenenverfahren.
— CUT

e e e e E LR B » Verzweige, wenn keine Schnittebenen gefunden
e e s s s . B T wird, aber die Lésung nicht ganzzahlig ist.
. e s oa ) CC I —) Branch
o 0 O O @ - » Finde gute zulassige Losungen basierend auf
2 © T fraktionellen Lésungen. —  Exploit
Bound Cut Branch » Schneide nichtprofitable Teilbdume weg.
—) Bound
44
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