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Kapitel 8

Algorithmen f Ur grof3e Datenmengen

In den letzten Jahren werden immerdBere Datenmengen gesammelt und verarbeitet.
Denken wir an die riesigen Mengen an DNA-Kodierungen, daegeJahr in der Mole-
kularbiologie gesammelt werden, oder die Daten, die jecsgm vion Satelliten zur Erde
gesendet werden. Andere Schlagter sind: Wissensdatenbank, Internet-Daten oder
Verlagsdatenbanken. Die Datenmengen sind hierbei songes®, dass sie nicht mehr
im Arbeitsspeicher Platz haben. Deswegen liegen diese atdriiSpeichern, wie z.B.
magnetische Festplatten. Die Algorithmen, die wir bisheriengelernt haben, werddir f
das RAM-Modell entwickelt. Dabei ist die Annahme, dass esegnénzten Speicher gibt
und jeder Speicherzugriff gleich teuer ist.

Abbildung 8.1 zeigt das hierarchische Speichermodell muteComputer und typische
Kapazititen der einzelnen Speichereinheiten. Hauptspeicheffeugind ungeéhr 100 Mal
langsamer als Cache-Zugriffe, und Externspeicherzudiifidolgenden: 1/0 genannt) sind
ungefihr 1000 Mal langsamer als Hauptspeicherzugriffe und sbimitzu 100.000 mal
langsamer als Cache-Zugriffe.

Das Problem ist aktueller denn je, denn:

(1) Die Geschwindigkeit der Prozessoren verbessert sicgchen 30%-50% im Jahr; die
Geschwindigkeit des Speichers hingegen verbessert sramm@%-10% pro Jahr

(2) Es gibt vermehrt wichtige large-scale Anwendungen, avii2 Geographische Infor-
mationssysteme, Bioinformatik (DNA, Datenbank), SucheWeb

Hierzu ein aktuelles Zitat aus der Informatik-Community ri&of the few resources increa-
sing faster than the speed of computer hardware is the arobdata to be processed.”

Ein Speicherzugriff vom Arbeitsspeicher in den Cache bzwn Véxternspeicher (Se-
kundarspeicher) in den Arbeitsspeicher liefert jeweils einemzgnBlock von Daten
zuruck. Dies wird jedoch von den klassischen Algorithmen niddchtet. Wendet man die

1Aus dem Call-for-Papersif die IEEE InfoVis 2003
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Abbildung 8.1: Hierarchisches Speichermodell moderner @der

klassischen Algorithmen auf gro3e Datenmengen an, dar@it elan meist keine Lokakt
bei Speicherzugriffen, was zu sehr vielen atigen Speicherzugrifferithrt. Das folgende
Beispiel soll die Problematik verdeutlichen:

Beispiel: Wir betrachten die folgenden Programiitkte. Dabei seie®? und C' Felder der
GroRe N (N sehr groR), die als Indexarrays benutzt werden, um das &Aeldrchzulau-
fen.RandonPer mut e(B) nimmt das Feld B und permutiert die Inhalte allifg. D.h. nach
dem Aufruf entlalt das Feld C die gleichen Inhalte wie das F8ldnur in einer zudlligen
Reihenfolge.

(1) Firi =0bisN — 1 tue:B[i] =i

(2) C=RandomPermuté);

(3) Firi =0bisN — 1tue: A[B[i]] = A[B]i]] + 1;
(4) Firi =0bisN — 1 tue: A[C[i]] = A[C[i]] + 1;

Die beiden Programmstke (3) und (4) machen genau das gleiche: sie laufen jeweils
alle Elemente des Felde$ ab und Zhlen 1 dazu. Allerdingsalft (3) das FeldA linear
durch, wahrend (4) das Feldl zufallig durchkuft. Abbildung 8.2 zeigt die Laufzeitun-
terschiede iir die beiden Programmistke. Die Laufzeittests wurden auf einem Rechner
mit CPU 2.40GHz und Cache-GiRe 512 KB ausgéhrt. Obwohl die Komplexat beider
Programmsickeaquivalent ist, so ist doch die zweite Version bis zu 20 Mplghgsamer

als die erste. Zum Beispiel ist die LaufzeitrfN = 2% = 33.554.432 fur das lineare
Durchwandern 0,39 Sekundenakrend sie iir das zudllige Durchwandern 7,89 béiyt.



sec Durchwandern eines Arrays
9,00 -

8,00 T e

7,00

6,00 1

%0 zufillig
4,00 f —4—linear

3,00 T

2,00 &

1,00

0,00 E:— 1 I I I —Tr T K
18 19 20 Fy| 22 23 24 25
GroRke 2 273=8.388.608

Abbildung 8.2: Laufzeitunterschiede zwischen linearemh zufalligem Durchwandern eines
Feldes der Gite2*

Dies ist ein Faktor von 20 (!). Whrend man im ersten Programiick fur N = 34 Mio.
ca.66 Festplattenzugriffe hat (weil ein Zugriff nicht nur den &ihvon A[1], sondern auch
die Inhalte vonA|[2], A[3], ..., in den Cache bringt, so dass die folgenden Additionsaufrufe
keine eigenen Zugriffe bétigen), hat man im zweiten Fall té@tshlich ungedhr N = 34

Mio. Zugriffe.

Bereits dieses einfache Programiitdt zeigt, dass es bereitdrfeinfache, FOR"-Schleifen
wichtig ist, auf Lokalitit der Speicherzugriffe zu achten, wenn man es mit groReanbat
mengen zu tun hat.

In diesem Kapitel geht es also um die Entwicklung von Aldorien und Datenstrukturen,
die die Lokalifat der Datenzugriffe beachten. In Kapitel 3.1 werden ext&peichermodelle
und ein Beispiel eines Externspeicheralgorithmus diskutiad analysiert. Kapitel 3.2
besclaftigt sich mit sogenannte@ache-optimaleilgorithmen.
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8.1 Externspeicher-Algorithmen

8.1.1 Virtuelles Speichermanagement des Betriebssystems

Der virtuelle Speicher ist irBeiten(page$ fester GbRRe eingeteilt. Diese befinden sich
teilweise im Hauptspeicher und teilweise im Sekaéwspeicher. Sobald Seiten im Se-
kundarspeicher angesprochen werden, werden diese in den Idaigbtsr transportiert

(page in, im Gegenzug muss dafein nicht mehr bebtigtes Stick vom Hauptspeicher in

den Sekundrspeicher kopiert werdempdge ou). Der Arbeitsspeicher wird als Pool von
virtuellen Seiten gesehen, die entweder frei oder belegt si

Das Betriebssystem versucht nun durch intelligente Stietegaching and prefetching
den 1/O-Engpass zu minimieren. Jedoch sind dies sehr adlopemAlgorithmen, die
nicht auf das jeweilige Problem optimiert sind. Wenn nunsgische Algorithmen auf
Sekundérspeicher zugreifen, dann geschieht dies meist unstrakiud. h. auf Daten wird
“durcheinander” zugegriffen (keine Lokalitder Zugriffe) auszuitzen. Das Problem dabei
ist, dass die meiste Zeit damit verbracht wird, die Datersetwén externem und internem
Speicher hin- und herzutransportieren.

Die sogenannteixternspeicheralgorithme(External Memory Algorithmssollen dieses
Problem bsen. Sie gehen davon aus, dass der Speicher in einen kegrétaiptspeicher
und in eine gewisse Anzahl von Sekamspeicherplatten geteilt ist, die jeweils unterschied-
liche Zugriffszeiten sowie Zugriffseigenschaften besitz

Wahrend ein Zugriff im Hauptspeicher immer jeweils 1 Einfiimtdtigt und eine Speicher-
zelle anspricht, geht man davon aus, dass ein Zugriff im sd@speicher deutlichahger
berbtigt, und jeweils einen zusammeirigenden Datenblock Ziokliefert.

8.1.2 Das theoretische Sekur@speichermodell (EM-Modell)
Das EM-Modell benutzt die folgenden Parameter:

e N= Anzahl der Elemente in der Input-Instanz

e M= Anzahl der Elemente, die im Hauptspeicher passen

e B= Anzahl der Elemente, die in einen Block passen,
wobeiM < Nundl < B < M/2.

Dasalteste theoretische Sekuwrdpeichermodell wurde 1988 von Aggerwal und Vitter vor-
geschlagen. Es sieht vor, dass ein Rechner aus einer CPU anit sthnellen Hauptspeicher
der GbReM besteht. Der Sekudspeicher wird als eine Platt@igk) modelliert, die durch
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P > 1 voneinander unakdmgige Zugriffsibpfe (Lese- und Schreibpfe) angesprochen
werden kann. Ein externer Zugriff (1/0) bewegt jeweils Elemente von der Platte zum
Hauptspeicher oder umgekehrt. Falts> 1, dann kbnnen alsaP « B Elemente in einer
I/O-Operation bewegt werden. Dieses Modell ist jedoch tpechxisnah, weil in der Regel
bei Systemen mit mehr Zugrifféipfen diese nicht unalingig voneinander steuerbar sind.

Deswegen wurde dieses Modell 1994 von Vitter und Shrivegeotiermalien vandert.
Dieses Modell ist momentan das Standardmodell in diesemideusnd wird auchPar-
allel Disk Modell genannt. Denn es geht davon aus, dBsserschiedene, voneinander
unablangige Festplatten vorhanden sind. Nun ist es kein Probédeicth) in der Praxis in
einer I/O-OperatiorD * B Elemente zu bewegen. Abb. 8.3(a) zeigt Bamllel Disk Modell

CPU
Memory
M
_I ) Block Size B
e
Disk 1 . Disk D-1 Disk D

(@)

Abbildung 8.3: DadParallel Disk Speichermodell von Vitter und Shriver

Eine weitere Annahme beider EM-Modelle ist, dassdik nicht geteilt werdendnnen und
dass Rechenoperationen nur mit Daten im Hauptspeich&étigfeverden knnen.

In diesem Modell basiert die Analyse von Algorithmen aufjiden Parametern:
(i) Anzahl der ausgéihrten I/O-Operationen
(i) Anzahl der ausgethrten CPU-Operationen (RAM-Modell)

(iif) Anzahl der belegten Ricke auf dem Sekurdspeicher
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In diesem Kapitel gehen wir immer von ddvarallel Disk Modellals unser EM-Modell aus
und setzen der Einfachheit halber= 1.

8.1.3 Untere Schranken im EM-Modell

Wir betrachten im folgenden die Mindesanzahl von notweadlid/O-Operationen Uir
simple Standardaufgaben (d.h. untere Schrankes, 1).

Das Einlesen einer Menge vav Elementen bestigt mindesten®(/N/ B) I/O-Operationen.

Die Suche in dynamischen Daten véhElementen beitigt mindesten®(logN/logB) =
O(logsN) I/O-Operationen.

Das Sortieren einer Menge von N Elementen Dbeftigt mindestens
@(%log1+M/B(1+N/B) I/O-Operationen (ohne Beweis; Literaturtippirf Interes-
sierte: A. Aggarwal und J.S. Vitter, The input/output coexay of sorting and related
problems Communications of the ACM116-1127, 1988).

Bemerkung: Das EM-Standardmodell unterscheidet nicht ctwis zuélligen 1/O-
Plattenzugriffen und sequentiellen 1/O-Zugriffen, obwddtztere in der Praxis deutlich
schneller sind. Es gibt EM-Modelle (z.B. von M. Farach, Pr&gina und S. Muthakrist-
nan, Overcoming the memory bottleneck in suffix tree congtncProc. of the 39th Annual
Symposium on Foundations of Computer Scieh@d—185, IEEE Computer Society 1998),
die dies mit in Betracht ziehen.

8.1.4 Einfache Datenstrukturen

Im folgenden haben wir in der Vorlesung einfache externebsttukturen wie Stack, Queu-
es, und lineare Listen behandelt. Hierzu gibt es leider dash ausiihrliches Skript (s.
Folien).

8.2 Externe Sortierverfahren

Hier haben wir in der Vorlesung die beiden wichtigsten en¢er Sortierparadigmen ken-
nengelernt. Danach wurde ein externes Merge-Sort Verfialomestellt und analysiert. Wir
haben aul3erdem eine untere Schrarikeekternes Sortieren gezeigt. Auch hierzu gibt es
leider noch kein aushrliches Skript (s. Folien).
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8.3 Externspeicherdatenstruktur fur Priorit atswarte-
schlangen

8.3.1 Prioritatswarteschlangen

Eine Prioriitswarteschlangeriority Queueist eine Datenstruktur, die eine Menge von Ele-
menten speichert, die aus einem Tulpgbrmationund Prioritatswert(Schlissel,Key) be-
steht. Diese Datenstruktur unterst die folgenden Operationen:

e CGet M n: Ausgabe der Elemente mit kleinstem Siddel

e Del ‘M n: Ausgabe und Entfernung des Elements mit kleinstemi{Sslel aus der
Liste

e | nsert: Einfugen eines neuen Elements in die Warteschlange

Prioritatswarteschlangen tauchen in einer Vielzahl von Anwenenrmgf, z.B. in kombina-
torischer Optimierung (z.B. bei Dijksta’s Algorithmus zurdienmung Kirzester Wege), in
Sortierverfahren (z.B. Heapsort), oder bei Scheduling I&mulationen.

Es gibt eine Vielzahl von Realisierungeir fPrioritatswarteschlangen. Wir haben z.B. in
Algorithmen und Datenstrukturendinen birairen Heap oder auch lire Suchbhume wie
AVL-B aume kennengelernt.

Aufgabe: Uberlegen Sie sich, wieviel Aufwand die Operatior@t M n, Del _M n, und
| nsert jeweils intheta-Notation verursachen, wenn Sié fdie Realisierung biére Heaps
bzw. birare Suchbume verwenden.

Als geeignete Datenstruktuiiff riesige Datenmengen haben wir bereits die &+Be ken-
nengelernt. Im folgenden diskutieren wir die spezielleeEx$peicherdatenstruktkxterne
Array-Heaps Wie wir sehen werden sind Externe Array-Heaps deutliclséeals die B-
Baum-Datenstruktur als Realisierung flie Priorifitswarteschlange geeignet.

8.3.2 Externe Array-Heaps

Der externe Array-Heap besteht aus zwei Teilen: einerneteDatenstruktur (im folgenden
HeapH genannt) im Arbeitsspeicher und einer externen Daterisirudie aus einer Menge
von sortierten FeldernAfrays) unterschiedlicher &nge besteht. Diese Felder sindin
Schichten;, 1 < i < L eingeteilt; jede Schicht besteht gus= (cM/B) — 1 Feldern (die
im folgendenSlotsgenannt werden) derdngel; = (cM)!/B! furc < 1 (z.B.c = 1/7).
Jeder dieser Slots ist entweder leer oder er@nttine sortierte Folge vondehstend;
Elementen. Abbildung 8.4 zeigt die Darstellung eines EwxrrArray-Heaps.
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Die folgenden Berechnungen dienen dazu, lhnen eine Varstgtier Gé3enordnungen zu
geben. Z. B. giltéirc = 1/7

M M M?
=— -1, h=—lh=—=hL=— =1 1
Intemal Memary External Memory

F |

—
H A i La
—

IF=fu+ni2

1 n|nin
| ODoO 00

- || — - || —= e || —3

Abbildung 8.4: Externe Array-Heaps

Die letzte Beziehung kann verallgemeinert werden. Diegdigilalle Schichter;.

LEMMA 8.1 Esqilt:l; ; = I;(n+ 1)

Beweis: ‘ ‘
li+1 = (CM)Z—H/BZ = ll(CM)/B = lz(ﬂ' + 1)

H]

Daraus folgt, dass die Anzahl derd®e fir Elemente in;; so gevahlt wurde, dass sie
genau der Anzahl aller aglichen Patze von Elementen ih; entspricht (das sind algg« 1)
plus zuatzlichi;.

Die Operationl nsert fugt die Elemente immer in den Hedp ein. Ist dafir kein Platz
mehr in H vorhanden (d.hH lauft iber), dann werden zéchstl; = ¢M dieser Elemente
in den Sekundrspeicher bewegt. Zachst wird versucht, sie in die erste Schidht
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einzutragen. Dies geschieht in sortierter Folge, und zwainen noch freien Slot vonh;.
Falls es inL; keinen freien Slot gibt, dann werdeatie Elemente inL; mit denl; = ¢cM
Elementen aug/ zu einer sortierten Liste gemischt, die dann in einen fr&&rt von L,
geschrieben werden. Falls auch dort kein freier Slot existivird dieser Prozess solange
wiederholt, bis ein freier Slot gefunden wurde.

Die OperationDel M n erhalt die Invariante, dass sich das kleinste Element immef in
befindet. Um dies effizient zu edyglichen, wird der Hea in zwei Heaps,H; und H,
aufgeteilt. H; enthalt maximal2c)M Elemente und speichert jeweils die neu eitiggén
Elemente abH, speichert maximal die kleinsted Elemente aus jedem belegten Sjah
L;furallei=1,...,L.

Es befinden sich also maximal
M
2eM + BuL = 2cM + B(%)L = cM(2+ L)

Elemente im Hauptspeicher. Weiterhin wiyd+ 1) B = ¢cM zusatzlicher interner Speicher
berdtigt, um diey Slots plus dieOverflowFolge zu mischen. Da/ die Gesamtanzahl der
Elemente im Hauptspeicher bezeichnet, muss also gelten

1-—3c

M >cM(3+ L),alsoL < )
C

Das heil3t, z.B. bei einem Wert ven= 1/7 mussL < 4 sein.L kann also im folgenden als
Konstante betrachtet werden.

Die folgenden Operationen sindrfExterne Array-Heapsinzlich:

e Merge-Level (i, S, S’): produziert eine sortierte Folg# durch das Mischen der sor-
tierten Folge der Slots inL; (inklusive der jeweils kleinsten Elemente, die sich zu die-
sem Zeitpunkt i, befinden) und der sortierten SequehDiese Operation bénigt
O((|S] + liz1)/B + 1) = O(l;41/ B) I/O-Operationen.

e Store (i, 5): nimmt an, dasd,; einen leeren Slot endlit und die FolgesS eine Lange
im Bereich[l;/2, ;] besitzt.S wird in einen leeren Slot vori; geschrieben und seine
kleinstenB Elemente werden nacH, bewegt. Diese Operation batigt O(|S|/B +
1) = O(l;/ B) I/O-Operationen.

e Load (i, j): holt die rachstenB kleinsten Elemente vomiten Slot aus.; hach Hs.
Diese Operation benigt eine 1/0O.

e Compact (7): nimmt an, dass mindestens zwei Slots in Lelgéxistieren, deren Ge-
samtanzahl an Elementen, eingeschlossen diejenigéf,idochstend; ist. Diese
beiden Slots (plus ihre kleinsten Elemente, die sich zuraalen Zeitpunkt inH,
befinden) werden gemischt, und in einen freien $lafon L, eingetragen. Damit ist
nach dem Aufruf ein zugzlicher Slot inL; frei geworden. Die kleinste® Elemente
von ;' werden nachf, ubertragen. Dies bétigt insgesamO(l;/B) 1/0’s.
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Die Operationen Insert und D&lin benutzen diese Operationen folgendermalien:

I nsert: Ein neues Element wird zéehst in H; eingefigt. Wenn H; voll wird, dann
werden die gdldtenl; = ¢M Elemente vorH; (FolgeS) nachL, bewegt (die kleinstei
Elemente unter diesen bleiben im Hauptspeicher, sie wardehH, kopiert). Sei; = 1.
Falls L; einen leeren Slot endlft, dann wirdSt or e(i,.S) aufgerufen. Sonst enthalten
alle Slots vonL; mindestend;/2 Elemente, sie werden mf gemischt zur Sequeng’
(Mer ge- Level (7, S5,5")). S" wird nun zur rachsten Schichi; ., transferiert, usw. Diese
Schleife wird ldchstend. Mal durchgeiihrt (bis wir den kchsten Level erreichen).

Del M n: Das kleinste Element befindet sich entweder im internenpHeéa oder im
internen HeapH,. In beiden Rllen entfernt man das Element. Im ersten Fall ist nichts
weiter zu tun. Im zweiten Fall korrespondiert das entfe&lgment mit einem Slof einer
Schicht ;. Falls dieses Element das letzte ify ist, das zu dem assoziierten Sloder
SchichtZ; gelort, dann werden dieathstenB Elemente von Sloj nach H; mittels der
OperationLoad(i, j) bewegt. Nach jedetLoad(i, j)-Operation werden die GRen der
Slots getestet und bei Bedarf wibnpact (i) aufgerufen. Diese Operation mischt bei
Bedarf zwei kleine Sequenzen und bewegt die kleingtdfiemente der neuen Folge in den
internen HeapHs.

Bemerkung: Es gilt zu jedem Zeitpunkt, dass in jeder Schiglmbchstens ein Slot existiert,
der weniger al$;/2 Elemente besitzt. Diese werden wiiser beweisen (s. Lemma....).

8.3.3 Korrektheit und Analyse

Zunachst analysieren wir die Korrektheit der beschriebeneterfgn Array-Heap Daten-
struktur.

LEMMA 8.2 Das kleinste Element istimmer im internen Speiddeoder H,.

Beweis: Das kleinste Element wurde entweder neu eiiigefund befindet sich deswegen
in H; oder es gebrt zu einem bestimmten Slot in einer Schicht der externeuk&ir. Da

die Folgen innerhalb der Slots sortiert sind, befindet siab kleinste Element im ersten
Block dieses Slots und wurde deswegen nahbewegt. Es ist leicht zu sehen, dass diese
Invariante unter den verwendeten Operationen bestehdn.ble Hl

LEMMA 8.3 Bei der Auslfihrung vonSt or e(z, S7) ist immer garantiert, dass’ zwischen
l;/2 undl; Elementen entlt.

Beweis: Die obere Schranke gilt nach Definition dearigen);, i = 1, ..., L. Wir zeigen die
untere Schranke. Neue Elemente kommen entweder von eitenearSchichtl;_; durch
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die Operatiorier ge- Level (i — 1, 5,5") verbunden mit der Operatidst or e (i, .S’) oder
durch die reine Operatio8t or e(i, S’). Wir betrachten zuichst den letzteren Fall. Es ist
alsoi = 1. Hier werdencM = [; Elemente ausgelage; entrélt also genau; Elemente
in diesem Fall. Fall 25" ist durchMer ge- Level (i — 1,5,5") entstanden. Beweis durch
Induktion: die Behauptung ist korrekiif alle S bis i-1. Wir wollen zeigen:S’ > [;/2.
Wir betrachten zuachst die Anzahl der Elemente, die beim Verschmelzenw&tots der
SchichtL;_, entstehen. Sei; die Anzahl der Elemente im Slgtder Schicht — 1 vor dem
Verschmelzen. Da je zwei diesgrSlots in Summe mehr alg ; Elemente enthalten (denn
sonst varen sie mittelConpact zusammengefal3t worden), gilt aldar fedes Paay, &:

a; + ar > ;_1. Addiertliber alle nbglichen Paare ergibt dies:

(=D a0 > (= /2y

S’ besteht aus dem Slots der Schicht— 1 und demsS, das bereits von den unteren Schichten
heriihrt. Rir diesesS gilt die Induktionsbehauptung. Zusammen sind dies also

i—1

j=1

Fur die Analysen des folgenden Abschnitts nehmen wir an, dass- 3B ist.

LEMMA 8.4 Nach/N Operationen existiererdehstens. < log..;,5(N/B) Schichten.

Beweis: Im schlimmsten Fall gibt es keine Element-EntfernungersviZ@en bewegt jeder
Uberlauf die maximal ragliche Elementanzahl von einer Schicht in déehste. Die Anzahl
der Elemente ik Schichten ist somit

(eM) (eM)" (eM (cM)k+2
Z Bt M Z Bi-1 \ B 1 < Bh+1

=1 i=1

Wir missen das kleinstewahlen, so dass

cM
M_k+1>N
eM(S) >

ist. WegerncM > 3B gilt auch
cM(cM) ™ > B(eM)* > N.

Also folgt

Im folgenden analysieren wir die I/O-Operationéin Externe Array-Heaps.
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LEMMA 8.5 St or e(i, S) berdtigt hochstensli/ B 1/0-OperationenConpact (i + 1) und
Mer ge- Level (i,.5,S") berbtigen tochstens/; , / B I/O-Operationen.

Beweis: WennSt or e(z, S) ausgefihrt wird, wird S zurachst gelesen, und dann wird es
in L; gespeichert. Wegel)/ B > 3 (dal; > [y = ¢cM > 3B) berbtigt Store(i, S) hochs-
tens2[l;/B] < 3l;/B 1/0-OperationenMer ge- Level (i,5,5) liest und schreibt jedes
Element der Folge& und alle Elemente aller Slots i, hdchstens ein Mal. Dies ergibt

2[(IS] + pli)/ B] < 2[lir1/B] < 3li1 /B

I/O-Operationen. Seien und k die beiden Slots (plus deren Blocks i), die durch die
OperationConpact (i) gemischt werden, und seienbzw. e, die Anzahl der Elemente in
jundk. Conpact (¢) berdtigt hochstens

le;/B] + [er/B] + [1:;/B] < (¢; + ex)/B +1:;/B+3 < 2;/B +3 < 31,/ B

I/O-Operationen, wegeh/B > 3.

8.3.4 Amortisierte Analyse zur Absclatzung der I/O-Operationen

Fur die Analyse der 1/0O-Operationen verwenden wir die sogeteamortisierte Analyse
Amortisierte Analyse ist ein allgemeines Verfahren, dasuddient, die durchschnittlichen
Kosten pro Operatioriif eine beliebige Folge von Operationen nach oben hin abatmsen.
Das Verfahren deamortisierten Analysevird besonders gern im Zusammenhang mit
dynamischen Datenstrukturen verwendet. Eine klassischiestZase-Analyse iwde fr
jede Einzeloperation die schlechtesigiiche Schrittzahl absétzen, die jedoch in einer
Folge von Operationen eher selten auftaucht. Diese Aftsuhg virde also fir eine
Folge von Operationen im Allgemeinen eine unrealistischiesthte Abschtzung erge-
ben, wahrend die amortisierende Analyse die verschiedeadla egeneinander aufrechnet.

Die amortisierte Analyse béitzt eine Technik, die als Bankkonto-Paradigma bekannt ge-
worden ist. Dabei wird jedem bei der Bearbeitung der Folgaetgihden Zustand ein Kon-
tostand zugeordnet. Eine Einheit auf dem Konto @spntiert eine Kosteneinheit bei der
Abschatzung der Gesamtkosten. Ein Beispiel der Anwendung demiledier amortisierten
Analyse sehen wir im Beweis zum folgenden Satz.

SATz 8.1 SeiN < B(4L)1/3 0 < ¢ < 1/3undcM > 3B. In einer Folge vonV Ope-
rationen der Art nsert undDel _M n berbtigt | nsert amortisierti®(log.i;;5(N/B))
I/O-Operationen un®el M n 7/B amortisierte I/O-Operationen.

Beweis: Mit jedem nicht-leeren Sloj der SchichtZ, assoziieren wir einen Deposi?;,

der fur 62/ B Punkte Ahlt, wobeixr die Anzahl der leeren Eirdge ist. Anfangs sind alle
Slots leer, d. h. die Konstastde sind alle leer. Mit dem internen He&passoziieren wir
einen Kontostand, der immer dafsorgen wird, dass mindestens eine Einheit Guthaben
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vorhanden ist, sobald dieoad()-Operation aufgerufen wird. Denn ein solches wird dazu
berbtigt, dieLoad()-Operation zu bezahlen.

Jedes Element eglt beim Einfigen ein Guthaben voI8L/ B Kosteneinheiten. Wir zeigen,
dass davon je8/B Einheiten gefigen, um von einer Schicht zuéchsten Schicht zu
wandern (Operatioiver ge- Level () inklusive derSt or e()-Operation). Wir ordnen also
jedem Element in jeder Schichti = 1,..., L, 18/B Einheiten zur eventuellen Benutzung
zu. Bei Entfernung eines Elements werdefB Einheiten Guthaben im internen Heap
belassen.

Bei dem Fall einesUberlaufs, benutzen wirMer ge- Level (i,S,S’) und danach
Store(i + 1,5"). Nach Lemma 8.5 béhigt jede Operationver ge- Level (i, S, 5")
und jedeSt ore(i + 1,5")-Operation kchstens je3l;;/B 1/0-Operationen. Dies sind
zusammersl; | / B 1/0O-Operationen.

Weil die GioRe vonS’ zwischenl;, /2 und [, ist, kdnnen diese Kosten durch j/B
Einheiten aus den Guthaben jener Elemente genommen wetidgevon dieser Operation
betroffen sind. Denn: Wir bewegen mindestdns, /2 Elemente von einer Schicht;
zur mchsten Schichf; ;. (Dabei nehmen wir an, dads dem internen Heag{; ent-
spricht.) Dabei benutzen wir deren Guthaben aus Scliight Dies ergibt also zusammen
(12/B)(l;41/2) = 6l;1/B. Nach derSt or e()-Operation ist nun ein Slgtin SchichtL;
teilweise geilllt, der vorher leer war. D. h. wir iissen ddir sorgen, dass das Guthaben
D, 1, ; auf den erforderlichen Wefiz/ B aufgefillt wird, wobei = die Anzahl der leeren
Eintrage inj bezeichnet.

Wir wissen jedoch, dass hochstensl;,;/2 ist, d.h. wir missenD, ;; auf hochstens
6l;+1/(2B) = 3l;11/B Einheiten aufiillen. Diese erhalten wir, indem wir von jedem déf|
Elemente, die gerade dur&t or e(i + 1,5’) in den Slotj gewandert sind;/ B Einheiten
abziehen. Insgesamt haben wir al8g B Einheiten Guthaben bétigt, um ein Element von
L; nachL;.; zu bewegen; dies sind die amortisierten Kostém,dine Einfige-Operation
fur eine Schicht. Insgesaniber alle Schichten ergeben si¢RL/B Einheiten tir eine
| nsert -Operation.

Im Falle einerDel _M n-Operation werderi/ B Einheiten Guthaben im internen Heap be-
lassen. Die Kosterilf jede bebtigteLoad()-Operation betigt eine Einheit, die wir jeweils
aus dem Guthaben voH bezahlen. Das geht sich aus, denn: D@ad(:, j)-Operation
wird jeweils nachB erfolgreichen Entfernungen aus,, die zu dem Slotj assoziiert
waren, ausgéhrt; von jedem der entfernten Elemente wird jewejl$ Einheiten fir diese
Load()-Operation zur Veidgung gestellt, dies ergibt zusammgfl /B) = 1.

Die anderen5/B Einheiten Guthaben je entferntem Element werden auf dasoKdes
Slotsj, assoziiert mit der Loat, j)-Operation, d.hD; ;,gutgeschrieben, um die Invariante
zu erhalten. Denn in diesem Slot sind nach dead()-OperationB nicht-gefillte Platze
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hinzugekommen, was zur Folge hat, dass das GuthBbeaom 6B /B = 6 Einheiten erbht
werden muss.

Die Conpact (i)-Operation bedatigt 3/;/ B Einheiten. Dies kann allein durch die Gutha-
ben der betroffenen Slot®; ; und D, ;, bezahlt werden (es seighund % die beiden be-
troffenen Slots). Denn die Gesamtanzahl der nicht-befeBt&tze vor der Austhrung der
Conpact (i)-Operation in den Slotg und & ist mindesteng;. Also betégt das Gesamtgut-
haben vonD, ; und D, , mindestens/;,/ B Einheiten. Nach dem Mischen der beiden Slots
wird ein Slot der beiden, z.B: leer, und Slotj erhalt hdchstend; /2 nicht-belegte Ritze.
D.h., wir kdnnen3/;/ B des Gesamtguthabens als Bezahlunglfe Conpact (i)-Operation
benutzen, die anderedi;/ B Einheiten bleiben als Guthaben h®j ;. Damit ist der Satz
bewiesen.

Die obere Schrankeuf N kommt von Platzbeschnkungen her: der Heap h#rgt
cM (3 + log.nys(N/ B)) internen Speicherplatz (saohstes Theorem). Die Schranke folgt
aus der bsung der UngleichungV/ (3 + loger/p(n/B)) < M fur N.

Als nachstes analysieren wir den Speicherplatzbedarf.

LEMMA 8.6 Jede Schich; enthalt hdchstens einen Slot, der nicht-leer und aus weniger als
L;/2 Elementen besitzt.

Beweis: Ein Slot;j kann durch die Operatidnoad(i, j) Elemente verlieren. Wir nehmen als
Induktionsannahme an, dass Sjan SchichtZ; als einziger dieser Schicht nicht-leer ist und
weniger alg; /2 Elemente besitzt. Nach der Laadj)-Operation wird von dePel M n-
Operation getestet, ob zwei Slots existieren, deren Getam¢ntanzahl kleiner gleichist.
Falls dies der Fall ist, dann wird die OperatiGanpact aufgerufen. Wir nehmen an, dass
dies 1r Slot;j und Slotk der Fall ist. Dann jedoch wird ein Slot, sagen wir Slajeleert, und
der andere, Slot wird aufgefillt. Andernfalls ist Slotj immer noch der einzige nicht-leere
Slot in SchichtZ; mit weniger als’;/2 Elemente. H]

SaTz 8.2 WenncM > 3B, dann gilt: Die Gesamtanzahl der lignten Bbcke ist fochstens
2(X/B) + L, wobei X die Anzahl der Elemente im Heap ist. Der Gesamtspeicherplatz
im Arbeitsspeicher beaigtcM (3 + L).

Beweis: In jedem Slot jeder Schicht existierdbhstens ein nur teilweise ggiter Speicher-
block, ramlich der oberste. Weiterhin wissen wir, dass maximal &htdeerer Slot pro
SchichtZ; existiert, der weniger als/2 Elemente besitzt; dieser kann im schlechtesten Fall
aus nur einem einzigen Block bestehen, der noch dazu nuetsdvgeiillt ist. Von diesen
Fallen existieren zusammeidthstend.. Fir die anderen Slots jedoch, die mindestens halb
voll sind, gibt es mindestens auch einen voll beschrieb&eck (Aus L, = cM, l; > cM
furi > 2, undcM > 3B folgt, dassl;/2 > 3/2B furi > 1). Das heif3t, dass die An-
zahl dieser teilweise beschriebenerd&e nicht goRer als die Anzahl der ganz belegten
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Blocke ist. Diese isX/B. Daraus folgt die Beschnkung vor2(X/B). Zusammen ergibt
dies2(X/B) + L. H, speicher2cM Elemente undd, speichert einen Block pro Slot, das
sinduBL = (cM/B — 1)BL < ¢M L. Zusatzlich wird Platz @r (1 + 1) B Elemente zum
Mischen der Slots béigt. Zusammen sind di€s:M + cM L 4+ cM = c¢M (L + 3).

Was bedeutet nun die Schranke fV aus Theorem 8.2 in der Praxis?
Wir betrachten den Fall/ = 10° und B = 10° genauer. In diesem Fallave

N < 108(c103)1/3,

Wenn wirc = 1/7 annehmen, dann folgt daraus

1012
N < 106(7) = 0,416 * 10"

und L < 4 (s. oben).

Selbsttest-Aufgabe Uberlegen Sie sich eine genaue Realisiertinrgife beschriebene Da-
tenstruktur Array-Heap. Welche Datenstruktur verwenderfi8 den Heapf;, (H; und H,
mussen keine echten Heap’s sein)? Beschreiben Sie die QuedesUberlaufs im Heap
beim Einfigen eines Elements, wenn die@gten Elemente zdi; bewegt werden. Welche
Datenstrukturen verwenden Si@ fden HeapH,? Welche Datenstruktur verwenden Sie f
die Slots und Schichten? Analysieren Sie die Laufzeitandie Operation Merge-Level
(,5,5"), Stordi, S), Load, j) und Compadi) im RAM-Modell. Beschreiben Sie eine
Realisierung dernsert und derDel M n Operation und analysieren Sie die Laufzeit.

8.3.5 Experimenteller Laufzeitvergleich

Andreas Crauser hat in seiner Dissertation acht verschéedieqplementierungenuf
Prioritatswarteschlangen experimentell getestet. Darunternmarer Realisierungen, die
speziell fir Externspeicheranwendungen entwickelt wurden, wie YAHaaps, Externe
Radix-Heaps, Buffer Bume, und B-Bume. Die vier restlichen Realisierungen waren klas-
sische Algorithmen im RAM-Modell, wie Fibonacci-Heags;ary-Heaps, Pairing-Heaps
und interne Radix-Heaps.

Eine Reihe von Experimenterudt zurachst N Elemente in die Prior#itswarteschlange
ein und entfernt diese am Ende wieder. Eine zweite Reihe vgeiritrenten dihrte die
Insert- und Del-Min-Operationen in gemischter Reihenfoligch, nachdem z@wehst
20 Millionen Elemente eingé&ft worden sind. Eine Insert-Operation erfolgte dabei mit
Wahrscheinlichkeit 1/3 und eine Del-Min-Operation mit Wadheinlichkeit 2/3.

Tabelle 8.5 zeigt die experimentellen Resultate. Beim Velylewischen den Externspei-
cheralgorithmen, schnitten BaBme, die wir bereits aus der VorlesuAggorithmen und
Datenstrukturen kennen, am schlechtesten ab. Es handelte sich dabei unmgptenien-
tierung als B*-Baum, so dass ein Knoten mit allen notwendigemdtion und Links genau
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Insert/Deletemin time performance of the external queues (in secs)

N [*10'3] radix heap | array heap | buffer tree | buffer tree (orig.) B-tree

1 6/24 18/11 56/34 62/43 11287/259
5 17/97 74/63 148/309 235/345 66210/1389
10 35178 353/89 201/882 415/741 -

25 85/372 724/295 311/2833 1096/2302 -

50 164/853 1437/645 445/6085 3462/7592 -

75 246/1416 | 2157/1005 569/9880 T042/11907 -

100 325/1957 | 2888/1408 | 734/19666 12508/16909 -

150 478/3084 | 4277/2297 . 2505127181 -

200 628/4036 | 5653/3234 * * -

Random/Total 1/Os for external queues

N [*106] radix heap array heap buffer tree buffer tree (orig.)
1 44/420 24/720 228/668 228/668

5 422/3550 12074560 16722/21970 13381/15501
10 1124/8620 168/9440 35993/47297 30950/35374
25 2780/21820 570/29520 O3789/123285 86495/97879
50 T798/56830 1288/66160 190147/249955 179800/201921
75 12466/89370 2016/102480 | 286513/376625 275713/310977
100 17736/124740 | 2776/139760 | 383518/504134 381023/426615
150 27604/1925000 | 4216/210080 * 595157/659933
200 3R284/211570 | ST12/284320

Inzert /Deletemin time performance of the internal queues (in secs)

N [*106] Fibonacci heap k-ary heap pairing heap radix heap
1 3/32 4/33 3/19 im

2 6/73 8/75 6/45 5127

5 17/208 21210 14126 11/71
7.5 1728007 /- 32/344 22/207 18/124
10 /- 43/482 30/291 23/162
20 -/ 1728007 /- 1728007 /- 1728007% /-

Abbildung 8.5: Experimentelle Laufzeiif insert-all-delete-all

Time performance on mixed operations
N[=+=106] radix heap array heap buffer-tree
50 544 770 4996
75 609 945 5862
100 619 1027 6029
Random/Total 1/Os on mixed operations
50 2035/19615 | 22325/26997 | 153321/177201
75 S128/26752 | 24256/28384 | 171615/196647
100 3782/30094 | 24220/28380 | 171658/196578

Abbildung 8.6: Experimentelle Laufzeit und I/O-Operagonfur die gemischten Operatio-
nen
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auf eine Seite passt. Sie ligigen fr | nser t logz V) 1/0-Operationen im schlechtesten
Fall und besitzen experimentell digéngste Rechenzeit (s. Abb. fi.:expcrauserl). Dies heifl3t
nicht, dass B-Bume schlechte Externspeicheralgorithmen sind; sie sifdoé nicht so
gut als Realisierung der Datenstruktur Priéstvarteschlange geeignet wie auf Heaps
basierende Datenstrukturen.

Externe Radix Heapdihren zu den schnellsten Verfahren. Jedoch ist diese Datkhs
nur beschiinkt anwendbar,amlich nur dann, wenn die Schdsel ganzzahlig sind und die
Del M n Operationen absteigender Sasgel beinhalten (wie z.B. bei Dijkstra’sikestem
Wege Algorithmus).

Die Implementierung von Herrn Crauser der Array-Heaps siadImsert bis zum
Faktor 10 langsamer als Radix Heaps und Buffauie, allerdings um einen Faktgr 9
schneller bei debel _M n Operation. Insgesamt sind sie um ca. 3 Mal schneller als Buffe
Baume und ca. 2,5 Mal langsamer als RadauBie. Array-Heaps besitzen nur wenig mehr
I/O-Operationen als Radix Heaps.

Die vier internen Realisierungen brechen bereits Bei= 20 Mio. Operationen ein. Die
Ergebnisse ir die zweite Testserie sindhnlich (s. Tabelle 8.6). Die Ergebnisse einer
Dijkstra-Simulationsreihe sehen Sie auf den Folien zutégamg.

8.4 Cache-Optimale Algorithmen

Der Cache befindet sich zwischen dem (schnellen) Prozessbrdem (langsamen)
Arbeitsspeicher, und erdh jeweils solche Regionen des Arbeitsspeichers, die Zulet
referenziert wurden. Zugriffe auf Speicherbereiche, ik gn Cache befinden (sogenannte
Hits), konnen mit Prozessorgeschwindigkeit bearbeitet werdegritfel auf Speicherbe-
reiche, die sich nicht in Cache befinden, (sogenaMisgses$ ziehen, bevor sie ausgddrt
werden kbnnen, zuachst eine Operation des Caches nach sich, diese Daten in dee fia
holen.

Caches funktionieren, weil die meisten Programme eine hokalltat besitzen:

Zeitliche Lokalitat existiert, wenn der gleiche Speicherbereigfters innerhalb einer
kurzen Zeitspanne angesprochen wird. Caches nutzen keitliokalitit aus, in dem sie
versuchen, angesprochene Speicherbereidigdichst lange im Cache zu lassen.

Ortliche Lokalit at existiert, wenrbfter Speicherbereiche, angesprochen werden, die nache
beieinander liegen. Caches nutd@tliche Lokalitt aus, indem sie bei jedeliss jeweils
ganze Speicherbtke in den Cache holen.
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Caches knnen durch zwei Parameter charakterisiert werden:
(i) Seitengdl3eC (in Byte)
(i) Kapazitat Z (in Byte)

Ein Cache kann maximal Bytes aufnehmen. Diese sind unterteilt in Seiten deil3ar..
Es gibt also auch hier — wie bereits im Externspeichermodekine Speicherhierarchie
auf 2 Ebenen, bei dem die untere Ebene KapaZtbesitzt, und die Daten zwischen den
beiden Ebenen in Bcken der Gal3eL hin- und herverschoben werden.

Als Folgerung daraus, kann man auch hier das EM-Modell vogagal und Vitter
(1988) zugrunde legen. Das heil3t, dass auch alle Extenispaigorithmen, dielir das
EM-Modell entwickelt wurden, grun@dszlich auch zur Cache-Optimierung verwendet
werden bnnen.

Allerdings enthalten moderne Computer &aslich nicht nur zwei Speicherschichten,
sondern mehrere. Typische Komponenten sind: Register,| le@ache, Level 2 Cache,
Arbeitsspeicher und Externspeicher. Diesem Aspekt tragego, Leiserson, Prokop
und Ramachandran (1995) Rechnung, indem sie das EM-Modell Qache-Oblivious
Speichermodell (CO-Modell) erweitert haben.

DasCache-ObliviousSpeichermodell sieht vor, dass die Seitéfig und die Kapazit 7
unbekannt sind. Eine Algorithmen-Analyse im CO-Modell makso fir alle BlockgblRen
und Kapaziaten gelten, folglich also auchrfalle Ebenen der Speicherhierarchie.

Indem man also einen Algorithmugrfunbekannte€’ und Z optimiert, optimiert man au-
tomatisch die Speicherzugriffe auf jeder Ebene. Die$lgrlau3erdem die Portabdit von
Programmen, die im EM-Modell spezieliffein festes, und Z bzw. B und M entwickelt
wurden.

8.4.1 Das ideale Cache-Modell von Frigo et al.

Dasideale Cache-ModelNon Frigo et al. ist in Abbildung 8.7 dargestellt. Das Modadht
eine 2-Ebenen Speicherhierarchie vor, die aus einem &2dehe mitZ Bytes besteht
und einem unendlich grof3en Arbeitsspeicher. Der Cache i§€taiche-Zeilen aufgeteilt,
die jeweils ausl Bytes bestehen, und die jeweils in einem Schritt zwischen €aciu
Arbeitsspeicher bewegt werden. Dabei wird angenommers des Cache hoch ist, d. h.
es gilt Z = Q(L?). Der Prozessor kann jeweils nur Speichatpté ansprechen, die zu
einer Linie im Cache gespeichert werden. Der ideale Cachatbiegine optimale off-line
Strategie, indem er jeweils diejenigen Speicherzeilen imh€eaersetzt, deren Zugriff am
weitesten in der Zukunft liegt.

Die Analyse erfolgt durch die beiden Parameter
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(i) Anzahl der ausgéihrten CPU-Operationen im RAM-Modell
(i) Cache-KomplexiatQ(n, Z, L): die Anzahl der Cache-Misses, &abtgig vonZ und L.

Arbeits-
speicher

Cache

CPU

Register

Liange L

Abbildung 8.7: Das ideale Cache-Modell von Frigo et al.

Ein Algorithmus heil3t, Cache-Aware"(Cache-bewusstyenn er Parameter erdtl, mit
denen die Cache-Komple#itfir die gegebene Cache-@®e” und ZeileningeL optimiert
werden kann. Andernfalls heil3t der AlgorithmuSache-Oblivious*(Cache-ignorierend)

Man kann zeigen, dass ein Cache-Oblivious Algorithmus, idled&s 2-Ebenen Hierarchie-
speichermodell optimiert wurde, audlrimehrere Ebenen optimal ist.

Im folgenden werden wir einen Cache-Aware Algorithmus sogiieen Cache-Oblivious
Algorithmus fir das Problem der Matrizen-Multiplikation kennenlerngie,beide beiglich
der Anzahl der I/O-Operationen optimal sind.

8.4.2 Ein Cache-Aware Algorithmus zur Matrix-Multiplikation

Wir betrachten die Multiplikation zweieti x n Matrizen A und B. Wir nehmen an, dass
die Matrizen jeweils zeilenweise gespeichert sind, undg dasehr grof3 ist, d.h. > L. Der
folgende Algorithmus is€ache-Aware

Dabei istMU LT (A, B, C, s) die Standard-Prozedur, di¢ = C' + AB aufs x s Unterma-
trizen in ZeitO(s*) berechnet. (Dabei wird angenommen, da3sgiler vonn ist, ansonsten
ware der Code etwas au@ndiger).

Abhangig von der CachegBe des Rechners kann der Parame®y bestimmt werden, so
dass die Cache-Kompleiit optimiert werden kann. Es handelt sich also dabei um einen
Algorithmus, der “Cache-Aware” ist.
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Algorithmus 1 BLOCK-MULT (A, B,C, n)
1: fur i = 1 bisn/s {
2. fur j=1bisn/s {
3 fur k = 1bisn/s {
4 MULT (A, Bij, Cij, )
5: }
6
7

)
}

Um die Cache-Komplexitt zu minimieren, \ethlen wirs als den gol3ten Wert, so dass die
drei s x s Untermatrizen zusammen in den Cache passen. £ie Untermatrix bebtigt
O(s+s*/L) Cache-Zeilen. Das liegt daran, dass die Matrix nicht unlugadinit den Grenzen
der Blocke oder Zeilen abschliel3t, die gleichzeitig aus dem Hggather in den Cache
geladen werden. Im schlimmsten Fall ist der Platzbedariigrix im Cache deshalb

O(s([s/L])) = O(s(1+s/L)) = O(s + s°/L)
Aus unserer Annahme, dags= Q(L?) folgt s = ©(v/2).

Folglich berdtigt jeder Aufruf vonM U LT () hdochstensZ /L = ©(s*/L) Cache-Misses, um
die drei Untermatrizen vonl, B und C' in den Cache zu bringen. Daraus folgt insgesamt
eine Cache-Komplexat von

O(1+n?/L+ (n/VZ)*(Z/L)) = ©(1 +n®/L + n®/LVZ),

denn der Algorithmus muss’ Elemente einlesen, die ap?/ L] Cache-Zeilen verteilt sind.

8.4.3 Ein Cache-Oblivious Algorithmus zu Matrixmultiplikationen

Wir wollen einem x n Matrix A mit einern x p Matrix B cache-obliviousnultiplizieren.
Der Algorithmus REC-MULT arbeitet rekursiv und folgt dem Dei&Conquer Prinzip:

Fall 1: Fallsm > max{n,p}, dann wird die MatrixA horizontal in Matrizen4; und A,
mit jeweils [m /2] und [m/2| Zeilen gesplittet. Es folgen zwei Aufrufe der Fouta B und

A, B. Hierbei wird das Gesetz
Ay ~ ( AB
() 2= (45)

Fall 2: Andernfalls, fallsn > maz{m,p} gilt, dann werden beide Matrizen aufgeteilt,
namlich A vertikal in A; und A, mit jeweils [n/2] und |n/2] Spalten undB horizontal
in B; und B, mit jeweils [n/2] und |n/2]| Zeilen. Hierbei wird das Gesetz

ausgenutzt.
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genutzt.

Fall 3: Andernfalls, falls gilty > maz{m,n}. In diesem Fall wirdB vertikal aufgesplittet
in By und B, mit jeweils [p/2] und |p/2] Spalten. Es gilt

A(By, By) = (ABy, ABy).

Fall 4: Fallsm = n = p = 1 gilt, dann werden die beiden Elemente multipliziert und zur
resultierenden MatriX’' hinzuaddiert.

Analyse des Algorithmus REC-MULT

SaTz 8.3 Der Algorithmus REC-MULT zur Multiplikation zweier Magen der Gol3em x
n undn x p berdtigt ©(mnp) Zeitim RAM-Modell. Die Cache-Komplexét betagtO (m +
n+ p+ (mn+np +mp)/L + mnp/L\/Z) Cache-Misses.

Beweis: [ohne Beweis]; fir interessierte Leser, siehe Frigo, Leiserson, ProkopRarda-
chandran. ]

KOROLLAR 8.1 Zur Multiplikation zweiem x n Matrizen beitigt der Algorithmus REC-
MULT ©(n?) Zeit im RAM-Modell und©(n + n?®/L+v/Z) Cache-Komplexiit.

Intuitiv benutzt der Algorithmus den Cache effektiv, denbad ein Unterproblem ganz
in den Cache passtpkhnen dessen Unterprobleme ohne einen einzigen Cache-blist g
werden. Deswegen sind Divide&Conquer Algorithmen grawelech sehr gut iir grofe
Datenmengen geeignet.

Ein Verfahren mit besserer Laufzeit ist das Verfahren vaassen (1968) zur Matrixmul-
tiplikation. Auch dieses Verfahren beruht auf dem Divide&@Qaer Prinzip. Jedoch wird
hierbei jede Untermatrix in 4 Viertel derdthe und lange jeweils ungéhrn /2 zerlegt.

Die Komplexitt von Strassen’s Algorithmus zur Matrixmultiplikation ei@rn x n Matrizen
ist
O(N™) = O(N?¥) mit ©(n + n?/L + n'*" )LV Z).

Auch dieser Algorithmus ist Cache-Oblivious und kommt tletisch mit weniger Cache-
Misses aus. Allerdings ist der Algorithmus von Strassem aafwandig zu implementieren.
In der Praxis ist der Algorithmus von Strassém & < 1.000.000 noch ungehhr genauso
langsam wie die besprochenen Algorithmen zu Matrixmukgilon. Generell wird der
Algorithmus von Strassen als ein eher theoretischer Begiesghen, der damals allerdings
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sehriiberraschend war.

Inzwischen wurden viele Varianten des Algorithmus von &tem gefunden. Allerdings gilt
das Matrixmultiplikationsproblem als eines der interesssten offenen Probleme, denn
man geht davon aus, dass “der beste” Algorithniugdieses Problem noch nicht gefunden
wurde.

8.5 Weiterfuhrende Literatur

Abschnitt 3.2 falt sich eng arKapitel 4: Priority Queueswus der Dissertation von Andreas
Crauser, LEDA-SM:External Memory Algorithms and Data Structures Tiheory and
Practice Universitt des Saarlandes, 2001

http://ww. npi - sb. npg. de/ ~crauser/ di ss. pdf.

Eine Kurzfassung gibt es auch in: Klaus Brengel, Andreas @raud®aolo Ferragina,
Ulrich Meyer: An Experimental Study of Priority Queues in External Memé&mnpc. of the
Workshop on Algorithmic Engineering (WAE '99), Lecture Netin Computer Science
1668, 345-359, Springer-Verlag, 1999.

Abschnitt 3.3 llt sich an: Frigo, Leiserson, Prokop, Ramachand@ache-Oblivious
Algorithms MIT, Cambridge IEEE Transactions, 1999.

Originalliteratur zum Thema finden Sie unter: A. AggarwatluinS. Vitter:The input/output
complexity of sorting and related problemSommunications of the ACM 31 (9), 1988,
1116-1127

oder auch: J.S. Vitter und E.A.M. Shriveédptimal algorithms for parallel memory I:two-
level memoriesAlgorithmica, 12(2-3), 1994



