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Kapitel 3

NP-schwierige kombinatorische
Optimierungsprobleme

Optimierungsproblemesind Probleme, die im Allgemeinen viele asbkige lbsungen
besitzen. Jeder dsung ist ein bestimmter Wert (Zielfunktionswert, Kostemgeordnet.
Optimierungsalgorithmen suchen in der Menge alleégsigen bsungen diejenigen mit
dem besten, demptimalen Wert.

Zunachst fihren wir formale Definitionen spezieller Optimierungdgeme wie kombinato-
rische, lineare, und ganzzahlige Optimierungsprobleme @anach folgt ein kurzer Ab-
schnitt zur linearen Programmierung. Abschnitt 3.2 verhaslicht den Zusammenhang
zwischen kombinatorischen und 0/1-ganzzahligen Optumigsproblemen.

3.1 Einfihrung

3.1.1 Kombinatorische Optimierungsprobleme

Kombinatorische Optimierungsprobleme tauchen relatiufiy in der Praxis auf. Ob es
darum geht einenikzesten Weg (z.B. beste Bahnverbindungen zwischen z\adiest zu

finden) oder eine lirzeste Rundtour zu berechnen (das Handlungsreisendézmpipkinen

Baum Kkleinsten Gewichts in einem Graphen zu berechnen (arBKdmmunikationsauf-

bau), oder die Lagerhaltung einer Firma zu optimieren, imepmelen kombinatorische
Optimierungsprobleme eine wichtige Rolle. In diesem Kadpiterden wir noch einige
andere Anwendungen und Anwendungsbereiche kennenlernen.

Ein kombinatorisches Optimierungsprobleshformal folgendermal3en definiert:
Definition: Gegeben seien eine endliche MenggGrundmengg eine Teilmengel der
Potenzmengé” von E (die Elemente heiRerulssige Mengenderzulassige bsungei

und eine Funktion: : £ — K. Fur jede MengeF' C E definieren wir ihren Wert durch

3
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c(F) == > .cpcle), und wir suchen eine Mengg € I, so dass:(/*) so groR (oder klein)
wie moglich ist.

Beispiel TSP:DasHandlungsreisendenprobleffiravelling Salesman ProblermSh ist ein
kombinatorisches Optimierungsproblem. Hierbei muss eamdiingsreisender (z.B. eine
Reisegruppe) eine Menge von vorgegebenerdt®h (z.B. Sehenswdigkeiten in Wien)
besuchen und am Ende wieder zu seinem Ausgangspunkt (z.8l) Hotickkehren. Dabei
darf er jede Stadt nur genau einmal besuchen; die Distanz\\{egstrecke) zwischen je 2
Stadten ist durcle, > 0 gegeben. Das Ziel des Handlungsreisenden ist es, seinekpa-
legte Weghnge (bzw. Reisezeit) zu minimieren. Die Grundmenagentspricht hierbei der
Menge aller Knotenpaare bzw. Kanten in dem valtstigen Graphei,, = (V, E). Die
Teilmengel der zukssigen Bsungen entspricht der Menge alleraagigen Touren it ,,.
Dabei ist eine Mengé’ C E genau dann eine Tour, werinzu jedem Knoten irl/ genau
zweimal inzident ist, und der durdh induzierte Subgraph zusammémigend ist.

Beispiel: Das Problem, das Minimum der Funktigifz) = 32? + 2 zu finden, ist ein
Optimierungsproblem, aber kein kombinatorisches Optiamgsproblem.

Kombinatorische Optimierungsprobleme zeichnen sich dddaus, dass die Menge der
zulassigen bsungerendlich (also auch diskret, nicht kontinuierlich) ist.

Beispiel: Das Problem

max 2z + 31, (3.1)
st.xy+2xy < 3 (3.2)
3x1 — 29 < b (3.3)

r1,x3 € N (3.4)

besitzt zwar nur bsungen, die diskret sind. Da jedoch die GrundmeXgecht endlich ist,
handelt es sich hierbei nicht um ein kombinatorisches Gptungsproblem. (Achtung: Die
Menge der zudssigen bsungen ist sehr wohl endlich, wegen+ 2z, < 3 undx, z5 € N.
Die Grundmenge jedoch nicht.)

Ersetzt man die Bedingung (3.4) durch die Bedingung

x1,x2 € {0,1}, (3.5)
dann erklt man ein kombinatorisches Optimierungsproblem.
Typischerweise haben die interessanten kombinatorisédptimierungsprobleme eine

Anzahl an zuhssigen Bsungen, die exponentiell inist, wie z.B.n! oder2™, wennn = |E)|
die Anzahl der Elemente in der Grundmenge ist.
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Zum Beispiel ist die Menge aller zagsiger Touren des Handlungsreisendenproblems auf
Stadten gegeben durch

(n—1)!
5
Eine vollséndige Enumeration der Elemente solcher Mengen ist auateawgb3ten Rech-
nern (fir z.B.n > 40) nicht durchfihrbar. DaZiel der kombinatorischen Optimierung
besteht darin, Algorithmen zu entwerfen, die erheblicsdler als die Enumeration aller
Losungen sind.

Eng verwandt mit den kombinatorischen Optimierungsprokele sind dieganzzahligen (li-
nearen) Optimierungsproblemeie wiederum eng mitnearen Optimierungsproblemeau-
sammenhingen.

3.1.2 Lineare Optimierungsprobleme

Lineare Optimierungsprobleme tauchen in sehr &ldfjer Form in der Praxis auf. Es
handelt sich dabei um die Optimierung einer linearen Zmfion tiber einem Zdssig-
keitsbereich, der durch lineare Funktionen gegeben ist.

Im folgenden sind Vektoren € R" immer Spaltenvektoren; der dazugeige Zeilenvektor
wird mit ¢ bezeichnet.

Definition: Seienm,n positive ganze Zahlem, € R™, ¢ € R™ und A einem x n Matrix
mit Elementena;; € R. Eine Instanz einefinearen Optimierungsproblem@®der kurz:
lineares ProgrammLP) ist das Problem, einen Vektar € R™ zu finden, der unter allen
Vektoren, die die Bedingungef: < b erfullen, derjenige ist, mit giidstem (bzw. kleinstem
Wert) c”'z. Dabei nennt man die zu minimierende Funktion dielfunktiondes Problemsm
die Bedingungendx < b heil3en auchRestriktionen Jeder Vektorr € R", der alle
Nebenbedingungen éift, heiRtzulassige sung Die MengeP = {z € R? | Az < b}
heiRtZulassigkeitsbereich

In Kurzform schreiben wiridr ein LP:

max CTﬂf

Ar < b
r € R"
Viele Optimierungsprobleme aus der Praxidnken als lineare Programme formuliert

werden. Anwendungen umfassen z.B. Probleme in der Prodhggtianung, Portfolio
Optimierung, oder Transportprobleme.

Die Modellierung von Optimierungsproblemen als lineare Programme bzw. zgdiige
lineare Programme ist eine wichtige sowie nicht-trivialfgabe in der Optimierungspraxis.
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Als nachstes modellieren wir ein wichtiges Problem, das hetsédlich in detOlindustrie
mit Hilfe von linearer Programmierung gt wird (natirlich in ganz anderen Dimensionen).

Beispiel Olraffinerie: In Olraffinerien wird angeliefertes Réhdurch Anwendung von
chemischen und/oder physikalischen Verfahren in gewisséigschte Komponenten zer-
legt. Die Ausbeute an verschiedenen Komponentamghvon dem eingesetzten Verfahren
(Crackprozel3) ab. Wir nehmen an, dass eine Raffinerie au$lRivei Komponenten
(schwere®l S, mittelschwere®l M, leichtesOl L) herstellen will. Sie hat zwei Crackver-
fahren zur Verfigung, die die folgenden Einheiten an Ausbeute sowie Kdsézogen auf
jeweils 10 Einheiten Ra#l liefern:

Crackprozel? 125,2M, 1L, Kosten: 3 EUR
Crackprozel3 21.5,2M, 4L, Kosten: 5 EUR

Aufgrund von Lieferbedingungen muss die Raffinerie folgehtiledestproduktion herstel-
len: 35, 5M und4L. Die Mengen sollen so kosteigstig wie nglich hergestellt werden.

Das hieraus resultierende lineare Programm erhalten wir Banfuhrung von Variablen:;
und z,, die jeweils das Produktionsniveau der beiden Prozessmimisen. Zum Beispiel
bedeutet ein Wert; = 2.5, dass der Crackprozel3 1 mit 25 Einheiten &djeschickt wird.
Jeder Vektor(x,, z5) € R?* mit z > 0 beschreibt also ein agliches Produktionsniveau der
beiden Prozesse.

Angenommen, durche,, x5) sei ein Produktionsniveau beschrieben, daraus erfolgiesa
stoR von schwere®| von 2z, + . Die Lieferbedingungen erfordern die folgende Neben-
bedingung

21’1 + Zo Z 3.

Die Bedingungenifr mittelschweres und leicht€3 ergeben sich aushnlichenUberlegun-
gen. Die Kosten betragen
z = 31 + dxs.

Dies ergibt das folgende lineare Programm:

min 3x; + 5z, (3.6)
201+ > 3 (3.7)

2r1 + 219 > 5 (3.8)
r1+4xy > 4 (3.9

xry > 0 (3.10)

x9 > 0 (3.11)

Beispiel Diatproblem: Bob nbchte sich mglichst billig errahren, allerdings so, dass er
mindestens 2000 kcal, 55 g Proteine und 800 mg Calciurdltedin seinem Laden um die
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Ecke ist die Auswahl nicht sehr grof3.

Es gibt Haferflocken zu 28 g Packungen, die 110 kcal liefermg, Rrotein, und 2 mg
Calcium, und 3 Cent kosten. Es gibt auch Huhn zu 24 Cent in 100 kuRgen, was 205
kcal liefert sowie 32 g Proteine und 12 mg Calcium. Eier kost8nCent und kommen
jeweils in Doppelpacks. Sie liefern 160 kcal, 13 g Proteb¥emg Calcium. Eine Packung
Milch enthalt 237 ml, liefert 160 kcal, 8 g Proteine, 285 g Calcium undt&b8 Cent. Eine
Kirschkuchen kostet 20 Cent, liefert 420 kcal, kommt in de® fjrPackung, entit 4 g
Proteine und 22 mg Calcium. Schlie3lich gibt es noch Bohnereir260 g Packung zu 19
Cent, die 260 kcal enthalten und 14 g Proteine sowie 80 mg Qalciu

Wir formulieren das Datproblem als lineares Programm. Als erstékrén wir fir jede
mogliche Mahlzeit eine Variable ein, alsgq fur Haferflocken,z, fir Huhn, x5 far Eier,
x4 fur Milch, x5 fur Kirschkuchen undg fur Bohnenz; = 2.5 bedeutet also, dass Bob 2.5
Packungen Haferflocken zu sich nimmt.

Die Nebenbedingungen, die aus dend&nungsbedingungen folgen, sind:

110z + 20529 + 16023 + 16024 + 42025 + 260z > 2000 (3.12)

Die Zielfunktion (Kosten minimieren) ist die folgende:
min 3z + 24x9 + 1323 + 924 + 2025 + 1924 (3.15)

Um zu verhindern, dass die Variablen negative Werte annehlpegidtigen wir noch Schran-
ken:

x; >0 furallei=1,...,6. (3.16)

Obere Schranken (d.h. Schranken derAr M; fur allei = 1,...,6) werden hier nicht
berbtigt, da die Zielfunktion automatisch dafsorgen wird, die Werte aglichst klein zu
halten (da minimiert wird und alle Zielfunktionskoeffizten gio3er gleich 0 sind).

Bob uberlegt sich, dass er Haferflocken nicht ohne Milch zu sefimmen nachte. kir je eine
Packung Haferflocken bétigt er je eine halbe Packung Milch. Didghirt zu der zu&tzlichen
Ungleichung:

0.5z4 > ;. (3.17)

Falls allerdings Bob nicht mehr als 2 Portionen Bohriglith essen iichte, dann sollten
diesbengliche Schranken addiert werden.

Lineare Programme tauchenvarschiedenen Formulierungerauf, z.B.
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e max oderminc’z : Ax > b
e minc’x: Ax > bundz > 0
e minc’x: Ax =bundz > 0
Diese Formulierungendnnen alle ineinandéibergetihrt werden (s. aucibung). Folgende

Ubergangsregeln helfen. Dabei bezeichnedie i-te Zeile der MatrixA sowieb; deri-te
Eintrag von Vektom:

1. maxc’z & min(—c)Tx

2. al'r <b; & (—a) Tz > —b;

3. alr=b; < al'r > b und(—a;)Tx > —b,
4. alz > b s alz+s;=1b;, s, >0

Dabei wirds; als Schlupfvariablgslack variablé bezeichnet.

In der allgemeinsten Formdkinen also lineare Programme mit der folgenden Formulgerun
auftreten:

Sind Matrizend € R®" B € RP® C e R@") D e R@*) und Vektorena € R",b €
R* ¢ € RP,d € R? gegeben, dann wird durch die folgende Formulierung ein L&einer
allgemeinsten Form beschrieben:

maxa’z + by

Axr+ By = c
Cx+Dy < d
z > 0

Das Losen linearer Optimierungsprobleme ist in polynomielleit /oglich. Es gibt hierdir
eine nachtige Theorie sowie effizientédsungsalgorithmen, die in der Lage sind, Instanzen
bis zu einigen Millionen von Variablen und Restriktionen égdn. Wir geben einen kurzen
Einblick in lineare Programmierung und ihrésungsmethoden in Abschnitt 3.1.4.

3.1.3 Ganzzahlige Lineare Optimierungsprobleme

Treten bei linearen Programmen atdich zu den linearen Nebenbedingungen Forderungen
nach Ganzzahligkeit aller oder eines Teils der Variablel s@ nennt man die linearen
Programmaeganzzahligodergemischt-ganzzahligsenauer, eine Aufgabe der Form
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max a’z + by

Ar+ By = c¢

Cx+Dy < d
r > 0
x € 7
y € 7"

heiRtganzzahliges lineares Optimierungsprobleater kurzganzzahliges ProgramnZur
Abkiirzung schreiben wir machm@LP oder auchLP bzw. IP (Kurznotation @ir: Integer
Program).

Wird die Ganzzahligkeit nurifr einen Teil der Variablen gefordert, dann heil3t es ein
gemischt-ganzzahliges lineares Optimierungsprobleder kurz gemischt-ganzzahliges
Programm(GGLP oderMIP fur Mixed Integer Program

Natirlich treten ganzzahlige Programme selten in dieser rakgesten Form auf. Z.B.

werden wir bei den ganzzahligen Programmen meistens agf&mme der Form

maxc r

Ax

m v

ZTL

maxc T
Ar < b
ZTL

8
m

maxc —

Ax

m 1V IA

Z’n
stofRen.

Durfen die Variablen in einem linearen Programm nur die Weérteder 1 annehmen,
so spricht man von einerhinaren linearen Programnoder 0/1-Programm(BLP). 0/1-
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Programme kommen meistens in folgender Form vor:

max CTiE‘

Ar < b
r € {0,1}"

Man beachte, dass die Nichtnegatwgbedingung: > 0 hinzugefigt werden kann, ohne
dass an der Menge der agkigen bsungen etwas gadert wird.

Ganzzahlige bzw. gemischt-ganzzahlige Optimierungdenob treten immer dann auf,
wenn gewisse Produkte oder Resourcen nicht beliebig geteriien lkbnnen. Eine Flug-
gesellschaft kann nichg Flugzeuge kaufen, sondern nur 3 oder 4, und ebenso macht
es keinen Sinn% Lokomotiven zu produzieren. Die in linearen Programmeratali€h
auftretende Ganzzahligkeiilirt zu erheblichen theoretischen und rechnerischen &rai.
Heutzutage kann man lineare Programme fast beliebigéR&rordnungdsen, dagegen
kdnnen nicht selten ganzzahlige Programme mit 100 Varialohelnll00 Nebenbedingungen
selbst in Hunderten von Stunden CPU-Zeit nichtogelwerden. Denn im Gegensatz zur
linearen Programmierung ist ganzzabhlige lineare OptumgmMNP-schwierig.

Beispiel Rucksackproblem:Fur den Siickguttransport von einem O# zu einem OrtB
stehem verschiedene ®erarten in unbegrenzter Menge zur Vgting. Fir den Transport
eines Sficks der Giterarti, das ein Gewicht vom; > 0 besitzt, werder; Geldeinheiten
gezahlt. Die Kapazitt eines Lastwagens, der zum Transport dateGeingesetzt werden
soll, betagtb Gewichtseinheiten. Wie hat man den Lastwagen zu beladamt dar Umsatz
maximal wird? Wir fihren Variabler;, i = 1,...,n ein, die die Anzahl der eingepackten
Guter der Art; angeben. Das Problenalirt zum folgenden ganzzahligen linearen Programm:

max cixq+ Xy + ...+,

a1 r1 + asxo + ... +apxr, < b
r, > 0fari=1,2,...,n
r, € Z'furi=1,2,... n.

Ein GLP mit dieser Struktur (Vorzeichenbesghkungen, Ganzzahligkeitsbedingungen und
nur eine Ungleichung) heilRucksackproblem

Das allgemeine Rucksackproblem ist also kein kombinatogis©ptimierungsproblem, da
die Grundmenge nicht endlich ist. In dem Fall, dass es nerle#schinkte Anzahl Gter fur
alle Guterarten gbe, dann &tten wir dasinare Rucksackproblendas wir bereits ilDAP 2
behandelt haben. Hierbei handelt es sich um ein kombirsatees Optimierungsproblem.

Ganzzahlige bzw. gemischt-ganzzahlige Optimierungdenod tauchen sehraafig in der
Praxis auf. Sie sind z.B. inzwischearrfFluggesellschaften sehr wichtig geworden, um die
Flugpane zu gestalten, die Flugpreise festzulegen (s. bieimg), und um das Flugperso-
nal einzuteilen. Aber auch das Transportwesen vatefd undoffentliche Verkehrssysteme
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lassen sich als ganzzahlige lineare Programme formuliékéchtige neue Anwendungen
liegen im Finanzbereich (z.B. Portfolio-Optimierung).

3.1.4 Lineare Programmierung

Wir betrachten das folgende lineare Progranim:f < R™, b € R™ und A € R(™»,
min ¢! z
st. Arx > b

Fur den Zuéssigkeitsbereick eines linearen Programms gibt es drei verschiedebglivh-
keiten.

1. P = () = Indiesem Fall ist das LP udbar, denn es existiert keine einzigeaasige
Losung.

2. P # (), aber dasnf{c"x | z € P} existiert nicht (z.B0z > —1) = In diesem Fall ist
das LP bsbar, aber es gibt keine optimalédung.

3. P # () und dasmin{c"x | z € P} existiert=- Das LP ist bsbar und hat eine endliche
Losungz* mit T 2* = min{c’z | z € P}.

Eine Aufgabe der linearen Programmierung besteht darimauseufinden, welcher der drei
Falle fur das zudsende LP zutrifft, und falls (3) zutrifft, die optimalé&ung zu finden.

Geometrische Interpretation

Eine anschauliche bylichkeit lineare Programme und dereidungen zu studieren bie-
tet die geometrische Interpretation. Wir beginnen die getasthe Interpretation mit dem
BeispielOlraffinerie (s. Abschnitt 3.1.2).

min 3x1 + 5xg (3.18)
21 + 19 > 3 (3.19)

201 +2x9 > b (3.20)
x1+4ry > 4 (3.22)

xry > 0 (3.22)

e > 0 (3.23)

Wir kdnnen das LP, das durch die linearen Funktionen (3.18) &8 8efiniert wird, gra-
phisch interpretieren, da es nur zwei Variablen besitad, fotglich sich die lbsungsmenge
im 2-dimensionalen Raum befindet. Ersetzen wir da$ Zeichen in (3.19) bis (3.23)
durch ein Gleichheitszeichen, so erhalten wir 5 Gleichund®e Losungsmenge einer
Gleichung imR? ist bekanntlich eine Gerade. Diese 5 Geraden beranderbdigigsmenge
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des Systems der Ungleichungen (3.19) bis (3.23). Jederdiesgeichungen definiert einen
Halbraum oberhalb der dazudefgen Geraden. Der Zassigkeitsbereich ist genau der
Durchschnitt aller dieser Haldume und ist in Abbildung 3.1 graphisch dargestellt.

X2
cH|
5 -

\4._

I I I AR I = x1
0 1 V2 \3-.4 B5—56 G4

Gl G2 G3

Abbildung 3.1: Graphische Interpretation deérsungsmenge d€3lproblems

Die Zielfunktion ist keine Gerade, sie r&sentiert eine Schar paralleler Geraden. Nehmen
wir z.B. den Punkt: = (3, 2), der alle Ungleichungen éfit. Sein Zielfunktionswert ist 19,
d.h. bei diesem Produktionsniveau treten Gesamtkosterdbireton 19 Einheiten auf. In
Abbildung 3.1 ist die Gerade

G ={z | 321 + bxy = 19}

gestrichelt gezeichnet. Die Menge aller derjenigen Pyndkite auf dieser Geraden liegen
und Ungleichungen (3.19) bis (3.23) @lten, stellen Produktionsniveaus mit Gesamtkosten
19 Einheiten dar.

Geometrisch ist nun klar, wie wir einen Punkt findémken, der alle Ungleichungen @il
und die Zielfunktion minimiert: Wir verschieben die Gera@deo lange parallel in Richtung
auf den Punkt (0,0), bis die verschobene Gerade diasdudkeitsbereich nur noch tangiert.
Fuhren wir dies graphisch durch, so sehen wir, dass wir digatnalstellung im Punkt
x* = (2,0.5) erreichen. Die z@- parallele Gerade

G ={z | 3z1 + 515 = 8.5}

berihrt die Losungsmenge in nur einem Punk&nmich x*, jeder weitere Parallelver-
schiebung wirde zu einem leeren Durchschnitt mit diesassungsmengethren. Wir
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schlieRen daraus, das$ = (2,0.5) die Optimalbsung unseres Problems ist, d.h. alle
Lieferverpflichtungen &nnen bei diesem Produktionsniveau uétf werden, und alle
anderen Produktionsniveaugiten zu Gesamtkosten, diélter sind als die Kosten von 8.5
Einheiten, die beim Produktionsniveau vehanfallen.

Ein Beispiel eines Zulssigkeitsbereichs im 3-dimensionalen Raum finden Sie in Ab-
schnitt 3.2.

Generell kann man sagen, dass disiingsmenge eines LPs mitVariablen immer ein
Polyeder imn-dimensionalen Raum darstellt. Denn jede Ungleichung aeafirinen Halb-
raum imn-dimensionalen Raum. Der Schnitt von endlich vielen Halionen ist entweder
leer oder definiert ein Polyeder. Die optimalédung eines LPs wird — unaéhgig von
der Zielfunktion — immer an einer Ecke des Polyeders angemem(falls es eine optimale
Losung gibt). Genauer: es gibt immer eine optimale &slthg. Wir werden diese Begriffe
in den folgenden Abschnitten formalisieren.

Bemerkungen zum Simplexalgorithmus

Lineare Programme werden heute in der Praxis mit Hilfe degptixalgorithmus géist.
Die Idee hiervon ist, bei einer Ecke des Polyeders zu begifndassige Starfisung) und
dann durch einen einfachen Austauschschritt zu einer béaaten Ecke des Polyeders mit
besserem Zielfunktionswert zu gelangen. Falls keine solmnachbarte Ecke existieren
sollte, dann hat man eine optimalé&dung mit dem optimalen Zielfunktionswert erreicht.
Mit einer Losung erAlt man auch immer gleichzeitig eine sogenannte duakuhg (die
Losung des dualen linearen Programmes), die beweist, dasgeflindene &sung auch
tatsachlich optimal ist (man kann also nie in eine Sackgasseihguf

Dennoch existiereworst-caseBeispiele, bei denen der Simplexalgorithmus nicht in poly-
nomieller Zeit Auft. Diese sind jedoch so selten, dass der Simplexalgaughheute noch
der am weitesten verwendete Algorithmus in der Praxis istl @er schnellste), obwohl es
inzwischen auch Polynomialzeitalgorithmen gibt (z.B. digenannté&llipsoidmethode

Der Simplexalgorithmus wurde 1947 von George Dantzig eskelt. Seitdem gab es
grol3e Fortschritte. Heute ist esdglich, LPs mit mehreren Millionen von Variablen und
Nebenbedingungen ziéden. Das am weitesten verbreitete Programm inest CPLEX.
CPLEX berdtigt z.B. zur Losung eines LPs mit 1.584.000 Variablen und 401.640 Nebenbe
dingungen 59,1 Sekunden (2.0 GHz P4).

Lineare Programmierung ist heute eine wichtige Voraussgtzum exakten &sen von
praktischen ganzzahligen bzw. gemischt-ganzzahligeaten Programmen.

Eine sehr sabine Einfihrung in die lineare Programmierung und in den Simplexélyous
finden Sie in: V. Chatal, Linear ProgrammingW.H. Freeman and Company, New York,
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A

aff(s)

Abbildung 3.2: lllustration der Begriffe co&), conV.S) und aff(.S)
1983.

3.1.5 Grundlagen der Polyedertheorie

Wir beginnen mit Grundbegriffen aus der Linearen Algebka.d5, -, ...,z € R und
Al
A= Af € R*
M
heif3t

k
i=1

Linearkombinatiorvon x4, . . ., x;. Gilt zusatzlich

A>0 konische
ZL Ai=1 so heilRtz { affine
S AN=1,A>0 konvexe

1=

Kombinationvon zy, zs, . .., z;. Fur @ # S C R heif3t

lin(.S) lineare

conds) . konische y

aff(S) die affine Hulle vonsS,
convS) konvexe

d.h. die Menge aller Vektoren, die als entsprechende Koatioin endlich vieler Vektoren
auss dargestellt werdendanen. Abbildung 3.2 veranschaulicht die verschiedenemifBzg
fur die beiden dargestellten Punkte.
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Falls
S =1in(S) linearer Raum
S = cong)s) : : Kegel
S = aff(S) Soist5 ein affiner Raum
S = conv\S) konvexe Menge

Es gilt: L C R™ ist ein linearer Unterraum desR” genau dann wenn eid € R"™*"
existiert, so dasg = {x € R" | Az = 0}. L C R" ist einaffiner UnterraumdesR" genau
dann wenn eiMl € R™ " b € R™ existiert, so dasé = {x € R" | Ax = b}.

Fur die lineare Programmierung sind spezielle affine Uaterre, dieHyperebeneninter-
essant, die dem Spezialfall = 1 entsprechen. Eine Hyperebene ist also definiert als

{z € R" | a’z = ap} fura € R™\ {0},a0 € R.
Eine MengeS = {x1,xs,...,2x} € R" von Vektoren hei3inear unablingig wenn aus
Zle Niz; = 0 folgt, dass @r alle \; = 0 gilt (fur allei € {1,2,...,k}). Sie heil3taffin

unabliingig wenn ausy¥_ Az, = 0,35\, = 0 folgt, dass i@ir alle ), = 0 gilt (fir alle
ie{1,2,....k}).

Far S C R™ istder
Rang rangS)
affine Rang affrangS) } von 5

- max{|T'| | T C Sist linear unablngig}
definiert durch{ max{|T| | T C S ist affin unab&ngig}
Die Dimensiorvon S ist dim(S) = affrang.S) — 1. Es gilt:

0 € aff(S) = dim(S)
0 ¢ aff(S) = dim(S)

rang(.S)
rang(S) — 1

S C R™ heiRtvolldimensionafalls dim(S) = n.
Fura € R", a # 0, a, € R heil3t

H={recR"|a"z <ay}

Halbraum die durch H definierte Hyperebene itz € R™ | a’z = aq}. Eine Un-
gleichunga®> < aqq ist gultig bediglich einer TeilmengeS C R"™ genau dann, wenn
SC{reR"|alz <ap}.

Eine TeilmengeP C R” heiRtPolyeder falls es eine MatrixA € R(™") und einen Vektor
b € R™ gibt mit
P={recR"| Az <b).
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Mit den Formulierungstricks aus Abschnitt 3.12«A < d, —Dx < —d) ist also auch
P={xeR"| Az <b,Dx =d}

ein Polyeder. Hallume sind offensichtlich Polyeder. Aber auch die leere Meisgein
Polyeder, den) = {z | 0’2 < —1}, und der gesamte Raum ist ein Polyeder, denn
R" = {z | 0Tz < x}. Es gilt: Jedes Polyeddr # R™ ist der Durchschnitt von endlich
vielen Halbaumen.

Wir haben es &ufig auch miPolytopenzu tun. EinPolytopist ein beschinktes Polyeder:
PC{xeR"||z|| < B} fureinB > 0.

Man kann zeigen, dass die lineare, die affine, die konvexe dizvikonische Hille einer end-
lichen Teilmenge deR™ ein Polyeder ist. Aus den klassischen Theoremen von Minkiows
und Weyl folgt:

SaTz 3.1 [Minkowski 1896, Weyl 1935)edes Polyeddr € R™ besitzt eine Darstellung der
Form P = con\V') 4+ cond E), wobeiV" und E endliche Teilmengen dé®" entsprechen
und umgekehrt.

Polyeder sind also genau die Teilmengen ®és die sich als Summe von konvexen und
konischen Hillen endlicher Teilmengen dé&” darstellen lassen. Deshalb existieren immer
zwei Darstellungen von Polyedern

P={zeR"| Az < b} = con V) + cond FE)
Polytope lassen sich durdh= conv V') darstellen.

Beispiel: Wir betrachten das durch

P10 6 0))

definierte Polytop. Abbildung 3.3 veranschauli¢ht
Wir wissen also, dass es eine Darstellung durch Ungleiokimgibt. Diese ist graphisch

leicht ablesbar:
P—{(’”) ER*|x <1, y<1, x—i—yZl}
Yy

Sei P ein PolyederF’ C P heil3tSeitenthichevon P, falls es eineilir P gultige Ungleichung
alr < ap gibt, sodas¥” = {x € P | a’x = ao}. F istechte Seiterdchefalls I # P. Ist

P={xcR"|alx <bi=1,2,...,k} =conuS)
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Abbildung 3.3: Ein Polytop des Beispiels zu den verschiedderstellungen

und F' Seitenféiche vonP, so gibt es eine Teilmenge der Indizes {1,2,...,k}, so dass
F={xeR"|al <b;iel}.
Weiterhin gibt es auch eine TeilmengeC S, so dasg” = conV R).

Eine Eckeeines Polyeder® ist definiert als eine einelementige Seiténfie vonP. Eine
Facettevon P ist definiert als eine maximale nicht leere echte Seiéeh# vonP. Fur jede
FacetteF' von P gilt dim(F) = dim(P) — 1.

3.2 Kombinatorische vs. Ganzzahlige Optimierung

Kombinatorische und ganzzahlige lineare Optimierungsieroe stehen in enger Beziehung.
Sie sind sogar in einer gewissen Beziehagmivalent. Man kann jedes kombinatorische
Optimierungsproblem als ganzzahliges 0/1-Programm fbeman und umgekehrt. Hierzu
berbtigen wir die folgenden Definitionen.

Ist £ eine endliche Menge, so bezeichnen wir it denR-Vektorraum der E|-Tupel
(oder Spaltenvektoren defdhge|E|) z = (z.).cr, SO dass jede Komponente vermit
einem Element vorE indiziert ist. Das heil3t, jedem Elementc F ist eine Komponente
x. von z zugeordnet und umgekehrt. I8teine endliche Menge unfl C FE, dann ist der
charakteristische Vektoy” € R” fur F definiert als

\'=1 & ecF (3.24)
F'=0 & edF (3.25)

Umgekehrt, ist jeder 0/1-Vektar € {0, 1} charakteristischer Vektor einer Teilmengg
von E, und zwar gilt:
F,={e€E|z.=1}x" =u

Ist nun ein birres lineares Programm der Form

max{c'z | Az < b,z € {0,1}"}
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gegebenen, so setzen wir:

E = {1,2,...,n} (3.26)
I = {F,CFE|ze€{0,1}¥ Az <b} (3.27)
c(F,) = '\ (3.28)

E ist also die Grundmenge], ist die Menge der zalssigen bsungen, und: ist die
Zielfunktion des dazugetigen kombinatorischen Optimierungsproblems.

Ist umgekehrt ein kombinatorisches Optimierungsproblenangene, I und Zielfunktion
¢ gegeben, dann setzen wir

Pr=con{x" e R¥ | F € I},

Pr ist also die konvexe Hlle endlich vieler Vektoren, also ein Polytop, dessen Bakenau
den charakteristischen Vektoren deragdigen MengeR € I entsprechen. Jedes PolytBp
hat eine Darstellung durch Gleichungen und UngleichungeAl{schnitt 3.1.4). Fassen wir
die Funktionc : E — R als Vektorc € RE auf, so ist jede optimale Eak$ung des linearen
Programms

max{c’'z | z € Pr}

der charakteristische Vektor einer Optindgsiing des gegebenen kombinatorischen Opti-
mierungsproblems (und umgekehrt).

Wir haben somit das kombinatorische Optimierungsproblegasin ein lineares Programm
umformuliert, jedoch hat diese Formulierung einige Hakeenn, um ein lineares Pro-
grammuber einem Polytop zwken, ist eine Formulierung mit Hilfe von Gleichungen und
Ungleichungen atig, die hier nicht gegeben ist. Uriglklicherweise existiert kein polyno-
mieller Algorithmus, um eine solche Darstellung zu berechiDie Situation ist sogar noch
schlimmer: Im allgemeinen hat eine solche Beschreibungrexqieell viele Ungleichungen
und Gleichungen, die noch dazu im allgemeinen Koeffizieetgronentieller Gil3e haben
konnen.

In der Praxis geingt es jedoch, nur einen kleinen Teil dieser Ungleichunged Glei-
chungen zu kennen. Es gelingt relati&ufig, eineeinfacheBeschreibung des Polytops in
Form eines ganzzahligen linearen Programmes zu bestimmester Praxis wird diese
ILP-Formulierung oft als Ausgangsbasis genommen, um eiagiglie Formulierung
des PolytopsPr zu bestimmen. Das relativ junge Forschungsgebiet ptdyedrischen
Kombinatorikbesclaftigt sich mit dieser Aufgabenstellung. Es hat sich gazéligss oft ein
relativ kleiner Teil des Ungleichungssystems notwendigus gegebene kombinatorische
Optimierungsprobleme auf diese Weise beweisbar optimbdszn.

Beispiel MST: Betrachte eine Instanz déinimum Spanning Tree Problems, (MSijt
drei Punkten (s. Abb. 3.4). Gesucht ist also ein spannendamBa &5 (d.h. ein kreisfreier
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Untergraph voni3) minimalen Gewichts bei gegebenen nicht-negativen Distad;, d,
undds. Abbildung 3.4 zeigt den dazug&hgen Graphen sowie die Menge allebglichen
Losungen dieses MST-Problems.

ANVAYAS

Abbildung 3.4: Graphk; und Menge aller zdssigen Span@ume auf drei Punkten

Wie kann man nun diese Menge mit Hilfe von Variablen und lreedJngleichungen be-
schreiben? Wiridhren dazu drei Variablen im 3-dimensionalen Raum dim j¢de Kan-

te genau eine), die wit; = 1 setzen, wenn die dazugaiipe Kantee; in der zubssigen
Losung (die also einem spannenden Baum entspricht) enthstitemdxz; = 0 sonst (fir
alle j = 1,2, 3). Welche Bedingungen issen die Variablen difien, damit sie einem cha-
rakteristischen Vektor eines spannenden Baumes entspfé¢haliesem Beispiel ist das
einfach: Wir sehen, dass jede assige ldsung genau zwei Variablen besitzt, die 1 gesetzt
sind, d.h. wir haben die Gleichung

Ty + 2o+ 23 = 2. (3.29)
Und diese zusammen mit den Schranken
z; > 0undz; <1forallej =1,2,3 (3.30)
und den Ganzzahligkeitsbedingungen
xzj € Zfurallej =1,2,3 (3.31)

gerugt in diesem Fall (MST in drei Punkten) bereits feine giltige ILP-Formulierung.
Damit ist das ILP gegeben durch:

min  dyxy + doxo + dsxs (3.32)
L1+ 29+ a3 =2 (3.33)

z; >0 fiurj=123 (3.34)

r; <1 furj=1,2,3 (3.35)

Jede lbsung, die diese Bedingungeni@lt;, entspricht also einem charakteristischen Vektor
eines spannenden Baums. Diese di@ungen entsprechen den ganzzahligen Punkten
vy Undws in Abbildung 3.5.

Der Losungsraum des linearen Programms (ohnai&@esichtigung der Ganzzahligkeits-
bedingungen) ist die in Abbildung 3.5 markierteéa€the. Die optimale &sung (Iber einer
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X2

Abbildung 3.5: Der Zukssigkeitsbereich des MST-Problems &iyf

beliebigen linearen Zielfunktion) wird auch hier an derzegen Ecken des&sungsraumes
angenommen. Diese stimmen genau mit den drei Punkten undv; Uiberein, die ganzzah-
lig sind. Deswegen &nnen hier die Ganzzahligkeitsbedingungen aus demiurgpchen
ILP weggelassen werden, ohne, dass sich dsubgandert.

Dies gilt allerdings nicht mehr, wenn wir das MST-Problenf Au> 3 Punkten betrachten.
Dann nussen wir weitere Ungleichungen hinzunehmen.

3.3 Beispiel: Das Lineare Ordnungsproblem (LOP)

DasLineare OrdnungsproblertLinear Ordering Problem(LOP)) ist gegeben durch einen
vollstandigen gerichteten Graphén, = (V, A) mit Bogengewichter € R4. Gesucht ist

eine lineare Ordnung der Knoten, so dass die Summe der Gevatter Bogen, die dieser
Ordnung entsprechen, maximiert wird.

Diese Bedingung kann alternativ durch sogenannte azyki3cinniere formuliert werden.
Eine Teilmeng€el’ C A heil3t Turnier genau dann, wenrif alle u,v € V, u # v gilt
entweder(u,v) € T oder(v,u) € T, aber nicht beide. Abbildung 3.6 zeigt als Beispiel den
vollstandigen gerichteten Digraphén, und ein Turnier.

Ein Turnier heil3tazyklisch wenn es keine gerichteten Kreise éithDie azyklischen Tur-
niere in D,, entsprechen genau der Menge aller linearen Ordnungem \Kmoten. Abbil-
dung 3.7 zeigt ein azyklisches Turnier und die dazdgeje lineare Ordnung.

Gesucht ist ein maximales azyklisches Turnier, @hC A, T azyklisches Turnier, das
die Bogengewichte maximiert. Wir wollen nun das kombinatciie Optimierungsproblem
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Abbildung 3.6: Vollsaindiger DigraphD, und ein Turnier

:

Abbildung 3.7: Ein azyklisches Turnier und die dazu@de lineare Ordnung

X

(LOP) als 0/1-Programm schreiben. HierZihfen wir einen Vektor: € {0, 1} ein, der mit
den BbgenA assoziiert ist.

Welche Bedingungen muss nunerfullen, damit dieser als ein charakteristischer Vektor
einer MengeF' gedeutet werden kann, die einem azyklischen Turnier antg@rZurachst
darf nur genau ein Bogefu, v) oder (v, u) zwischen jedem Knotenpaarv gegeben sein.
Dies fuhrt zu einer Gleichung

Tyw + Ty = 1 fUr alle Knotenpaare, v € V. (3.36)
Die Menge
{2 € {0, 1} | Ty + 20y = 1 fUralleu,v € V,u # v}

entspricht also der Menge aller Turniere i, = (V, A). Als nachstes riasssen noch al-
le gerichteten Kreise verboten werden. Dies geht daduncdem wir fordern, dass jeder
gerichtete Kreig”' mit £ Bogen lochstens: — 1 Boégen mitz,, = 1 enthalten darf. Die
dazugebrige Ungleichung lautet:

> zw<ICI-1

(u,w)eC

fur alle KreiseC' C A, wobei |C| die Anzahl der inC' enthaltenen Bgen angibt. Man
schreibt auchy(C) fur 3, ,)cc Tuo-
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Man kann zeigen, dass es g, in diesem speziellen Fall nur alle Kreise démbe 3
auszuschlie3en. Z.B. &ith man die Ungleichungif den 5-er Kreis

Cs =11,2,3,4,5}
durch die Addition der Ungleichungen der 3-er Kreise

C1=41,2,3},Cy = {3,4,1},C5 = {4,5,1} :

Ch: T12 + Ta3 + T3 <2
Cy: T34 + Ta1 + T13 =
Cg . T45 -+ T51 -+ T14 S 2

Summe: zs + To3 + ($31 + 1’13) + T3y + (fE41 + 1'14) + 245+ 151 <6
Dies ergibt wegems, + z13 = 1 undx4; + x4 = 1 schliel3lich

T12 + T3 + Taq + Tas + 151 < 4.

Genauso kann man die Ungleichung eines beliebigen andesesels durch die 3-er Kreise
erzeugen. Dies gilt in diesem speziellen Fall, weil der gege Graph vollgindig und
gerichtet ist, d.h.dr jedes ndgliche gerichtete Knotenpaéu, v) existiert eine Kante i,
d.h. alle nbglichen 3-er Kreise existieren (.

Zusammenfassend ergeben die Gleichungen und Ungleichudge folgende ILP-
Formulierung. Die zudssigen bBsungen von

max CTI

o_"0 Tup + Ty =1 V(u,v)€A

;‘. z(C) <2 V3-erKreiseC' C A
0<zy <1 V(uv)eAd
Ty €Z Y (u,v)€A

sind genau die charakteristischen Vektoren von azyklisdhenieren (linearen Ordnungen)
in D,. Die Optimalbsung dieses ILPs ist also ein charakteristischer Vektmrdinearen
Ordnung mit gof3tem Gewicht.

Nun haben wir hier die besondere Situation, dass wir den Vdert:,,, kennen, sobald wir
den Wert vonz,,, kennen (dies gilt wegen der Gleichungeém &lle Knotenpaare, # v).
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Das heifdt, wir Bnnen auf die Hlfte der Variablen verzichten. Wir behalten also nur noch
diejenigen Variablen:,,, fur die gilt, dass: < v. Was passiert nach der Projektion an den
Gleichungen mit den 3-er Kreis Ungleichungen? Wir erhati@ei verschiedene Versionen
von Ungleichungen. Im folgenden sek v < w:

xuv+wi+xwu§2<:>xuv+x'uw+<1_$uw>§2<:>xuv+x'uw_xuw§1
$vu+$wv+xuw§2<:>(1_xuv)+(1_$vw)+xuwEO@xuv—i_l‘vw_quwZO

Auch die Zielfunktion muf3 gindert werden. Wir erhalten
c(u,v) = c(u,v) — c(v,u) fur alle Knotenpaare:, v) mit u < v.

Damit erhalten wir das folgende ILP:

max ¢ x (3.37)

Tuo + Tow — Tuw >0 Vu<v<weV (3.38)
Tuv + Tow — Tuw <1 Vu<v<weV (3.39)
0<zy <1 V(uv)€Au<w (3.40)

Tuw €Z YV (u,v) € Aju<v (3.41)

3.3.1 Geometrische Interpretation

Wir betrachten das LOP-Polytofirfden Falln = 3. Der Graph, in dem wir ein maximales
azyklisches Turnier suchen, besteht also aus drei Knoteésechs Kanten. Nach Projektion
erhalten wir drei Variablen, die wir folgendermal3en intetjgren:

r12 =1 < Kantgl,2) istin der Losung enthalten, d.h. nicht die Kante (2,1)

r13 =1 < Kantgl,3) istin der Losung enthalten, d.h. nicht die Kante (3,1)
re3 =1 < Kantg?2,3) istin der Losung enthalten, d.h. nicht die Kante (3,2)

Die Menge der zi@ssigen bsungenal3t sich am leichtesten in der Spracheldasar Orde-
ring Problemsbestimmen. Zulssig sind also alle linearen Ordnungen der Mefige, 3}.
Jeder Permutatiorafdt sich ein 3-dimensionaler charakteristischer Vektardmoen. Die
Menge der zudssigen Bsungen sowie die dazugaigen charakteristischen Vektoren sind
also:

Permutation char. Vektor

<1,2,3> (1,1,1)
<2,1,3> (0,1,1)
<2,3,1> (0,0,1)
<1,32> (1,1,0)
<3,1,2> (1,0,0)
<3,2,1> (0,0,0)
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Wir befinden uns also im drei-dimensionalen Raum. Jed&sside Permutation entspricht
einem Punkt im drei-dimensionalen Raum. Die dazigiglen Punkte sind in Abbildung 3.8
dargestellt. Man et das assoziierte Polytop, wenn man die konvexdleHuber die
Permutationen nimmt. Dies ist also ein Teil dediféls im drei-dimensionaln Raum,
bei dem zwei Ecken ausgespart sinémiich genau diejenigen 0/1-Punkte, die keiner
Permutation entspreche(n, 1,0) und (1,0, 1). Wir nennen dieses Polytop daslaxierte
LOP-Polytopfur n = 3.

> X12

=3.2,1= =31.2=

Abbildung 3.8: Das LOP-Polytopif n=3

Laut Minkowski und Weyl (s. Abschnitt 3.1.5) wissen wir abdass esir das Polytop
auch eine Beschreibung in Form von Gleichungen und Unglemé gibt. Als Kandidaten
hierfur sind generell diejenigen Restriktionen gut geeignet,inlider ILP-Formulierung
vorkommen.

Wir betrachten zuéchst die 0/1-Schranken: Ungleichungen (3.40). Dieseas&en den
Losungsraum innerhalb des Einheiistels im 3-dimensionalen Raum eirilif, = 3 gibt es
genau zwei verschiedene 3-er Kreis Ungleichungen der Fo(6188) und (3.39), @amlich:

T12 + To3 — x13 > 0

T1g + X3 — 213 < 1

Abbildung 3.8 zeigt die beiden dazugelgen Hyperebenen, die unter anderem auch
diejenigen 0/1-Punkte vom Wfel abschneiden, die keinen Permutationen entsprechen.
Dies ergibt genau das relaxierte LOP-Polytop (das wir dutiehandere Beschreibung in
Form der konvexen Hlle erhalten haben). Nehmen wir die Ganzzahligkeitslmpdigen
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hinzu, dann bleiben genau diejenigen 0/1-Puiiikieg, die den Permutationen entsprechen.

Da wir jedoch das ganzzahlige lineare Programm mit Hilfe imearer Programmierung
losen wollen, lassen wir erst einmal die Ganzzahligkeitsigeshgen weg. Wenn wir nun
eine beliebige lineare Zielfunktioiber dem relaxierten LOP-Polytop optimieren, so wird
das Optimum an einer Ecke angenommen. Alle Ecken des rdkexie OP-Polytops iir

n = 3 sind aber ganzzahlig. D.h., wir erhalten automatisch gamie Losungen, auch
wenn wir die Ganzzahligkeitsbedingungen weglassen. [adkiinnen wir also optimale
Losungen (fir jede gegebene Zielfunktion) des Linear Ordering Probl&émn = 3 durch
lineare Programmierung (in polynomieller Zeit) erhalten.

Auch furn = 4 undn = 5 macht das Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingungennkeine
Unterschied: das relaxierte LOP-Polytop besitzt auch ssel Rllen nur ganzzahlige
Ecken.

Leider ist dies nicht generell der Fall. Bereits » = 6 besitzt das relaxierte LOP-Polytop
auch nicht-ganzzahlige, sogenanfiktionale Ecken. Wenn wir nun mit Hilfe von linearer
Programmierung eine Zielfunktion optimieren, kann es ,sdass das Optimum an einer
solchen nicht-ganzzahligen Ecke angenommen wird. In oidsal missen wir zugtzliche
Ungleichungen aus der volistdigen Beschreibung des LOP-Polytops (die i.a. unbekannt
ist) hinzunehmen.

3.3.2 Zustzliche Ungleichungen

Die Aufgabe, solche z@gzlichen Ungleichungen zu finden, ist aktuelles Forschgeliet
der polyedrischen Kombinatorik. Hier soll nur ein Beispi@l €ine solche neue Klasse von
Ungleichungen gezeigt werdenamlich die sogenanntelNlobius-Leiter Ungleichungen
Diese beziehen sich auf einen Untergraphen @éorder folgendermal3en aufgebaut ikt:
Kreise der lange 4 k ist ungerade) werden so zusammeiigéfdass sie jeweils mit ihren
unmittelbaren beiden Nachbarn je genau eine gerichtetéekgemeinsam haben. Abbil-
dung 3.9 zeigt eine Bbius-Leiter fir k = 5, die in der Beschreibung des LOP-Polytojis f
allen > 10 auftaucht.

Wir erhalten die dazugéhige Mobius-Leiter Ungleichungindem wir uns wieder fragen,
wieviele Bbgen mindestens aus dem Graphen entfernt werdessem, um einen azyklischen
Graphen zu erhalten. Zwei Kreise sind jeweils durch eineneBogerbunden. Das heif3t,
wenn wir diesen entfernen, dann haben wir bereits zwei Kreggsort. Um alle Kreise zu
entfernen, rissen also mindestef¥s+ 1)/2 Bogen entfernt werden. Dies ergibt dibius-
Leiter Ungleichung:

> wu <A = (k+1)/2

Tuv €A

Dle Mobius-Leiter-Ungleichungen sind nur ein Beispiel von einéelzahl sonstiger
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Abbildung 3.9: Eine Mbius-Leiter tirk =5

berbtigter Ungleichungen. Einen Eindrudciber die riesige Anzahl der betigten Unglei-
chungen, die das LOP-Polytop beschreiben, erhalten siglallE 3.3.2.

-

Anzahl der Ungleichunge
8

20

40

910

87.472

>488.602.996

Oo~NOOUl b WS

Tabelle 3.1: Anzahl der Ungleichungen des LOP-Polytdpsf< 8

Diese Anzahl steigt rasant an. Und trotzdem ist é@glich, das Linear Ordering Problem
fur n = 60 mit Hilfe von ganzzahligen linearen Programmiertechnikgahnittebenenver-
fahren) innerhalb von einer Sekunde beweisbar optimabgen. In der Praxis gégt also

bereits ein kleiner Teil der LOP-Beschreibung in Form von lrafpjungen und Gleichungen.



3.4. EXAKTE VERFAHREN FJR (GEMISCHT-) GANZZAHLIGE OPTIMIERUNG 27

3.4 Exakte Verfahren fur (Gemischt-) Ganzzahlige Opti-
mierung

Dieser Abschnitt diskutiert die erfolgreichsten exakteslingstechniken tf viele
NP-schwierige kombinatorische Optimierungsprobleme (gaanischt-) ganzzahlige Opti-
mierungsprobleme: Schnittebenenverfahren und deren Katdn mit Brach-and-Bound
Verfahren, @mlich Branch-and-Cut Verfahren. Die Verfahren haben gesa@m dass sie
(gemischt-) ganzzahlige Optimierungsprobleme mit Hilfen inearer Programmierung
losen.

Abbildung 3.10 zeigt den Zaksigkeitsbereich eines ganzzahligen linearen Progrdutiens
schwarzen Punkte). Wenn wir nun die Ganzzahligkeitsbegliggn weglassen, erhalten
wir die sogenanntéP-Relaxierungles ILPs. Diese definiert ein Polyeder (hier ist dies ein
Polytop). Die optimale bsung der LP-Relaxierung wird an einer Ecke des dazirmgdn
Polytops angenommen. Im allgemeinen ist diese nicht-gdrizgz Um nun zu einer
ganzzahligen (also zassigen bBsung zu kommen), kann man z.B. runden. Allerdings ist
es meist nicht trivial, um durch Runden wieder zu eineagsigen bsung zu kommen, die
alle Ungleichungen eiitlt.

Abbildung 3.10 zeigt, dass selbst wenn das Runden gelingt,edieichte bsung im
allgemeinen nicht optimal ist. Die folgenden Abschnitteggee, wie man lineare Program-
mierung systematisch zur exakteddung (gemischt-) ganzzahliger Programme benutzen
kann.

Zielfunktion

/ Optimum der
> LP Relaxierung

Zulassige

. Abrunden der dptimalen
Lésungen

Lésung der LP-Relaxierung

Abbildung 3.10: Ganzzahlige Optimierung
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3.4.1 Branch-and-Bound fir Gemischt-Ganzzahlige Optimierung

In diesem Abschnitt geben wir eine Kurzdihfung inBranch-and-Bound/erfahren. Mit
Branch-and-Bound bezeichnet man eine allgemeine Klasse eofahven, die generell
fur eine weitere Klasse von Problemen einsetzbar sind. Dreiprelle Idee ist einfach
(wenn nicht gar trivial). Die praktische Umsetzung erfotdallerdings weitergehende
Uberlegungen und effiziente Datenstrukturen.

Die Bestandteile eines Branch-and-Bound-Verfahrens sind:
e ein Schema zur Zerlegung eines Problems in Teilprobleme.
e \erfahren zur Berechnung oberer und unterer Schranken.

Wir betrachten im folgenden Maximierungsprobleme.

Das Vorgehen eines Branch-and-Bound-Verfahrens ist dasrfdly Man versucht zéchst
das gegebene Problem zisén. Hierbei liefern Relaxierungen obere Schranken uriszul
sige Losungen untere Schranken. Fallen die Schranken zusammish,das Problem (be-
wiesenermal3en) optimal @sit. Gelingt dies nicht, so wird das Problem so in Teilprotde
zerlegt, dass die Gesamtheit dgrslungen der Teilprobleme diédkung des Ausgangspro-
blems ergibt. Ein solches Teilproblem wird gst durch:

(a) Bestimmen einer optimalerdsung oder
(b) Feststellung der Unzassigkeit oder

(c) Bestimmung einer oberen Schranke, die nicht besser albislher beste gefundene
LOsung ist oder

(d) Zerlegung in weitere Teilprobleme.

Bei endlicher losungsmenge untererninftiger Aufteilungsstrategie ist klar, dass dieses
Verfahren zum Zieliihrt.

Abbildung 3.11: lllustration eines Branch-and-Bound Baumes
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Dem Ablauf des Verfahrensat sich in nairlicher Weise der sogenannBranch-and-
Bound-Baumzuweisen. Jeder Knoten régzentiert ein Teilproblem (die Wurzel das
Ausgangsproblem) und die direkten Nachfolger eines Krsotrsprechen der Zerlegung
des zugetirigen Problems. Die Blter des Baumes reisentieren Probleme, die im obigen
Sinn (Fall (a) bis (c)) géist wurden. Ein Branch-and-Bound-Verfahren ist so orgamjsie
dass in jedem Schritt folgendes gilt: Eine &ssige BsungS gelbrt entweder zu einem
bereits gabsten Teilproblem oder ist zdsige bsung eines noch nicht bearbeiteten
Teilproblems.

Abschliel3end ist zu sagen, dass man typischerweise beicdeing schwieriger ganzzahli-
ger oder kombinatorischer Optimierungsprobleme letdielmdim ein Branch-and-Bound-

Verfahren nicht herumkommt. Durch fortgeschrittene Téokm (z.B. mittels Schnittebe-

nenverfahren) zur Behandlung der Teilprobleme kann man th@&des Baumes drastisch
reduzieren und erhebliche Rechenzeitersparnis erzielen.

3.4.2 Schnittebenenverfahren

Schnittebenenverfahren, im englisch€ntting Plane Methodgenannt, gefren zu den
erfolgreichsten Verfahren zurdsung (gemischt-) ganzzahliger Optimierungsprobleme.

Wir haben am Beispiel des LOP-Polytops (s. Abschnitt 3.2keitergesehen, dass es
unmoglich ist, eine vollsindige Beschreibung des assoziierten Polytops durch dhglei
gen zu erhalten. In der Praxis hat sich ausserdem heraabgekiss es meist géagt, nur
einen kleinen Teil der Ungleichungen zu bézen.

Die Schnittebenenverfahren machen sich dies zunutze. Migdpgende Idee dahinter ist
es, mit nur einer kleinen Teilmenge der Restriktionen zuroeg, dann das resultierende
LP zu lbsen. Man erdlt einen losungspunkt. Nun muf3 manien, ob dieser bereitgif
alle Restriktionen zdlssig ist. Falls dies so ist, sind wir bereits optimal (dennhatten
Restriktionen weggelassen, die wir aber anscheinend netfittigt hatten, denn sie sind
sowieso erifillt). Andernfalls finden wir eine Restriktion, die an dengzjgen Losungspunkt
verletzt ist.

Wir betrachten das Beispiel in Abbildung 3.12. (Dies ist fdas gleiche wie in Abbil-
dung 3.10, jedoch mit ganderter Zielfunktion.) Wir nehmen an, dass wir nur die bgeid
Restriktionen (1) und (2) in unser LP nehmen. Die optimatesung liefert den Punkt
z1. Dieser verletzt jedoch die Restriktion (3), die wir Ashst weggelassen hatten. Im
nachsten Schritt nehmen wir also genau diese Restriktion (3)rserem LP hinzu und
re-optimieren. Durch diese Hinzunahme wird der Punkton dem neuen Zéksigkeitsbe-
reich abgeschnitten. Wir erhalten den neudésungspunkt,, der nun alle Restriktionen
erfullt, also Teil des Polytops ist. Die zu (3) giafge Hyperebene bildet eirfechnittebene
durch den alten Zélssigkeitsbereich. Deswegen heil3t das VerfaBatmittebenenverfahren
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®

Zuldssige,
Lésungen

Zielfunktion

Abbildung 3.12: Schnittebenenverfahren: Ungleichungerden nacheinander addiert

Idee von Schnittebenenverfahren
0. Starte mit einer Teilmenge der Restriktionen (z.B. nur deraten0 < z < 1).
1. LOseL P, seix* die gefundene Optimalkung.

2. Entscheide, ob es weggelassene Restriktiahen< a, gibt, so dasa’z* > aq.
Falls nein: STOP (Relaxierung @est).
Falls ja: Bestimme solchei§e sie zul P hinzu und gehe zu 1.

Die in 2. zu bsende Aufgabe heil3t d&&parationsproblem

Definition: Das Separationsproblerist das folgende: Gegeben ist ein Pumkte R” und

ein PolytopP. Bestimme, obt € P, und fallsz ¢ P, finde eine Restriktion 2 < ay,

die fur alle Punkter € P gultig ist, jedoch @ir den Punktr verletzt ist, d.h. @ir alle Punkte
x € P muB gelteru”z < ay, und fir z muR gelteru” z > a,.

Beispiel LOP: Konnen wir das Separationsprobleinr flas relaxierte LOP-Polytojsen?

Wir nehmen an, dass wir nur mit den Ungleichungen (3.40)rbem und das dazug@étige
LP I6sen. Das heil3t, wir beginnen mit dem System:

max ¢ x (3.42)

0<z, <1 V(uv)€eAu<wv (3.43)
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und lbsen das Separationsprobleim flie Klasse der 3-er Kreis Ungleichungen:
0< Ty +Tow — Ty <1 Vu<v<weV (3.44)

Optimierungiiber den Restriktionen (3.43) liefert einen optimalen PunhkKonnen wir
also in polynomieller Zeit herausfinden, ob der Punkthon fir das relaxierte LP-Polytop
zulassig ist, oder falls nicht,donen wir dann eine Ungleichung finden, di@abschneidet,
ohne jedoch einen za$sigen LOP-Punkt abzuschneiden?

Die Antwort ist ja: denn wir Bnnen der Reihe nach alle Ungleichungen aus der Menge
(3.44) ausprobieren, denn es gilitchsteng) (n?) 3-er Kreise, also auchdichstens soviele
Ungleichungen dieser Klasse. In jede d#n?®) Ungleichungen riasssen wir einfach nur
einsetzen, um zu sehen, ob die Ungleichung am Puekfillt oder verletzt ist. Sobald wir
eine verletzte Ungleichung gefunden haben, haben wir dear&gonsproblem gést. Wir
fugen die gefundene Ungleichung (*) zu unserem LP hinzu, yidngéeren neu. Der neue
optimale Punkt muf3 vom bisherigen Punkt abweichen, dentudgdeichung (*) mufl3 ja
nun erfillt sein.

Der folgende Satz zeigt die polynomieliguivalenz von Optimierung und Separierung.

SaTz 3.2 (Grotschel, Lovasz, Schrijver 1981)

Wir kdnnen eine lineare Zielfunktioiber einem Polytop genau dann in polynomieller Zeit
|6sen, wenn wir das dazugiiige Separationsproblem in polynomieller Zéisén knnen
(ohne Beweis).

Beispiel Acyclic Subgraph: Eng verwandt mit denLinear Ordering Problemist das

Acyclic Subgraph ProblenHier ist ein gerichteter Grapb = (V, A) mit Bogengewichten
c. € RT gegeben, und gesucht ist der Teilgraph maximalen Gewidbatskeine gerichteten
Kreise entilt. DasAcyclic Subgraph Problemst i.A. NP-schwierig.

Die ILP-Formulierung ist sehithnlich wie die Formulierung des LOP-Problems. Allerdings
haben wir hier keinen vollandigen Graphen gegeben, d.h., der Ausschlul® von 3-erdfreis
ist hier nicht genug. Hier issen die Ungleichungen tatdlich alle gerichteten Kreise @
ausgeschlieRen. Die Formulierung ist die folgende:

max Z Cun T (3.45)
uv€A
Yz, <I|C|—1 V gerichteten Kreis€ in G (3.46)
uwvel
0 < Zyy <1 vV (u,v) € A (3.47)
T ez YV (u,v) € A (3.48)

Im allgemeinen kann es in einem Graphen exponentiell vialeidé geben. D.h., die
Kreis-Ungleichungen (3.46) sind i.A. exponentiell viekegs zur Folge hat, dass man diese
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Ungleichungen nicht von vornherein einem LBser geben kann.

Obwohl das relaxierte LP (also nach Weglassen der Gangkaitsbedingung) exponentiell
viele Ungleichungen besitzt, kann es in polynomieller st werden. Dies geht mit
Hilfe des obigen Satzes, di@quivalenz von Optimierung und Separierung. Denn das
Separationsproblem kanrnurf diese Klasse von Ungleichungen folgendermalRRersgel
werden.

Wir nehmen an, dass wir zaohst das LPdsen, das nur aus den Ungleichungen (3.47)
besteht. Wir erreichen den optimalen Punkt des L.RP&ie kdnnen wir nuniir diesen Punkt
und fur die Klasse der Kreisungleichungen das Separationggrobken?

Wir schreiben die Ungleichungen zachst um:

Y W <0 -1 (Cl= ) zw=le Y (1-z,) >1

uveC weC weC

Unser Ziel ist es, einen KrefS zu finden, dessen Ungleichung

d 1=z >1

uwveC

am Punkiz verletzt ist, d.h., wir wollen einen Kreis finderirfden gilt

> (1= Zw) < 1.

e

Dies ist gleichbedeutend, in dem Graphen, in dem die Gewicht durch neue Gewichte
1 — z,, ersetzt werden, nach einem Kreis zu suchen, der, wenn marBadlen darin
aufaddiert, weniger als 1 ergibt.

Eine einfache Beobachtung ist nun: wenn dérzleste Kreis bamlich dieser Gewichte die
Ungleichung nicht verletzt (d.h. die Summe der Werte igif3gr gleich 1), dann existiert
auch kein anderer Kreis, der die Ungleichung verletzt. Waber der kKirzeste Kreis die
Ungleichung verletzt, dann haben wir eine Kreisungleichgenéld dem Separationspro-
blem gefunden, die wir im &chsten Schritt zu unserem LP hinzunehménnen. D.h.,
selbst wenn wir die Suche auf deiirkesten Kreis beschnken, bsen wir auf jeden Fall das
Separationsproblem.

Wir suchen also einenitkzesten Kreis in einem gewichteten gerichteten Graph@ased
Problem teilen wir in|A| Probleme auf, die jeweils eineriikzesten Kreis suchen, der eine
bestimmte Kantef € A enthalt. Dazu fihren wir fir jede Kantef € A die folgenden
Schritte aus:

(a) Fixiere die Kantegf = (i, j)
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(b) Berechne denikzester(j,i)-Weg in D beziglich der neuen Kantenkostén- z,,,, fur
alle Kanten(u,v) € A. Dieser bildet zusammen mit der Kante= (i, j) einen Kreis,
der f enthalt.

(c) Falls die WedghngelV plus das Gewichfl — z,;) der Kantef = (i, j) kleiner als 1
ist, dann haben wir eine verletzte Ungleichung gefunders. Bgparationsproblem ist
gelost.

(d) Sonst: ist dies der Beweis, dass keine verletzte Kreigidichung, dief enthalt exis-
tiert.

Sobald wir eine verletzte Kreisungleichungr feine Kantef gefunden habenjifen wir
diese zu unserem LP hinzu und re-optimieren. Wir erhaltea andere tsung, @ir die wir
wiederum das Separationsprobledsén niissen. Dies machen wir solange, bis wir einen
Punkt erreichen,ifr den keine verletzte Ungleichung gefunden wird. Dannevissir, dass
wir das assoziierte Optimierungsproblemdagtlhaben.

Wir haben also das relaxierfecyclic SubgrapiLP in polynomieller Zeit gadst, obwohl es
exponentiell viele Ungleichungen besitzt.

Ein anderes, sehr h@mmtes Beispiel, ist das Handlungsreisendenprobl@navéling
Salesman ProblenTSP), das wir im folgenden betrachten werden.

3.4.3 Beispiel: Das Handlungsreisendenproblem (TSP)

Gegeben ist ein vollandiger Graphk,, = (V, E) mit Kantengewichter € R¥, gesucht
ist eine Rundtour (bzw. Tour oder Hamiltonkreis, das sindis&edie jeden Knoten genau
einmal besuchen) minimalen Gewichts.

Zunachst finden wir eine ILP-Formulierungrfdas TSP. Die Menge der Agsigen bsun-
gen ist die Menge aller Touren iR,,. Als Variable wahlen wir die Menge der Kanten in
K,,. Jeder Tour entspricht also ein 9/1-Vektoe R” und umgekehrt. Wir assoziieren mit
der Variablenz, einen Wert von 1 genau dann, wenn die Kanfeeil der Tour ist;z, = 0
bedeutet, dass diese Kamte- (u, v) nichtTeil der Tour ist.

Was zeichnet nun Touren aus? Touren besuchen jeden Knatan gimal. D.h., die Anzahl
derjenigen zw inzidenten Kanten in einer Tour ist genau 2. Diébrt zu der folgenden
Gleichung fir jeden Knoterv € V. Dabei isté(v) die Menge aller zw inzidenten Kanten.
x(d(v)) bezeichnet die Summe aller Wertg deren Kanten sich iti(v) befinden.

z(6(v)) =2 furalleveV

Diese Gleichungen hei3&rad-GleichungenDie Gleichungen alleine géigen noch nicht,
um Touren zu charakterisieren. Eine wichtige Bedingungndizh fehlt, ist die Eigenschaft
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des Zusammenhangs. Wenn man eine beliebige Tgegeben hat, und eine Knotenmenge
W C V und alle Kanten betrachtet, die in der Knotenmemigebeginnen und aul3erhalb
W enden, dann issen davon mindestens zwei Kanten Teil Yosein. (Manche Touren
enthalten auch 4 oder mehrere Kanten davon, aber es gibffaucén, die nur zwei Kanten
enthalten). Diesifhrt zu den sogenannt&ubtour-Eliminations-Ungleichungen

z(6(W)) >2 furalleW CV.W #Q,W £V

Ein Schnitté (1) einer Knotenmeng#” C V' bezeichnet alle Kanten, die einen Endknoten
in W, und einen Endknoten auf3erhalb vidn besitzen.z(6(W)) bezeichnet die Summe
aller Wertez.., deren Kanten sich im Schnif{i’) befinden.

Zusammengefalit entsprechen diégslgen bsungen des TSP-Problems genau désuin-
gen des Systems:

min ¢’z (3.49)
z(o(v)) =2 furallev e V (3.50)
z(6(W)) >2 furalleW CV.W £ 0, W £V (3.51)
0<ux, <1 fur allee € £ (3.52)
r. €{0,1} fluralleec F (3.53)

D.h., die Menge der zabsigen bsungen dieses ILPs entsprechen genau den charakteristi-
schen Vektoren von Touren. Eine Optintelling ist charakteristischer Vektor einérkesten
Tour. Das Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingungentexggiler eine LP-Relaxierung,

mit deren Hilfe eine Schrankéif den Optimalwert berechnet werden kann.

Konnen wir die LP-Relaxierungosen? Die Anzahl der Grad-Gleichungen (3.50) ist
genaun. Allerdings ist die Anzahl deBSubtour-Eliminations-Ungleichungesxponentiell
(denn es gibt eine Ungleichungrfjede TeilmengéV von V). Allerdings kbnnen wir das
Separationsprobleniif die Ungleichungen (3.51¢$en.

Wir beginnen hier mit den Grad-Gleichungen (3.50) und dérSithranken (3.52) und$en
das erhaltene LP. Die optimaleétung des LPs sa&i. Wir berechnen nun in dem Graphen
mit den Kantengewichten, (fur alle Kantere € E) einen minimalen Schnitt. (Dies geht
u.a. in polynomieller Zeit mittels dgs, t)-Netzwerkflu3-Algorithmus von Ford/Fulkerson;
s. auchUbung).

Dieser gibt uns eine Mendé” C V' und den Wertz(5(1V)) zurick. Fallsz(5(WW)) kleiner
als 2 ist, dann haben wir eine verletzte Ungleichung gefandadernfalls {(6(17)) groRer
gleich 2) kann keine Meng#/ existieren, deren Schnitt am Punkkleineren Wert als 2
hat. Damit haben wir das Separationsproblémdie Subtour-Eliminations-Ungleichungen
gelost, obwohl es exponentiell viele Ungleichungen sind.
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Am Ende (wenn keine verletzte Ungleichung mehr gefunded)wiaben wir die optima-
le Losung @ir unsere LP-Relaxierung erhalten. Und dies in polynonrielieit. D.h. wir
konnen diel'S P-Kurzzyklenrelaxierung in polynomieller Zeid$en, obwohl wir sie nicht
in polynomieller Zeit aufschreiberbkinen! Dies ist nur mit Hilfe des Separierungsproblems
moglich.
Bemerkungen zum TSP-Polytop
Das TSP-Polytop ist folgendermal3en definiert:
STSP(n) = conv{x™ | H Tourin K,,}
Nach Minkowski/Weyl existiert auch die folgende Formulieg:

STSP(n) = {x € RF" | Az = b, Dx < d}

Wirden wir sie kennen, soiwde dasl'SP zu einem (riesigen). P. Vollstandige Facettial-
beschreibungen sind nuiirfsehr kleine: bekannt:

n | Quelle Anzahl Facetten
3 0
4 3
5 20
6 | Norman [1955] 100
7 | Boyd & Cunningham [1991] 3437
8 | Christof, dinger, Reinelt [1991 194187
9 | Christof/Padberg [1996] 42104442
10 | Christof/Padberg [1996] > 51043900866

Obwohl die Zahlen bereitsif n = 10 sehr grof3 sind, so ist es trotzdendgtich, mit Hilfe
von Schnittebenenverfahren (in Kombination mit Branch-Aalind, s. @chster Abschnitt)
sehr grol3e Instanzen des TSPs&seh. Das gifite beweisbar optimal gedte TSP besitzt
uber 20.000 Stdte. Das TSP-Polytop ist eines der am besten studiertgmopel Es sind
sehr viele Ungleichungsklassen bekannt, die Facetten digsops beschreiben, d.hirf
die vollstindige Beschreibung des TSP-Polytops notwendig sind. Biesich der Grund,
warum man so grofRe TSP-Instanzen exageh kann.

3.4.4 Branch-and-Cut Verfahren

Branch-and-Cut Verfahren verbinden Schnittebenenvenfahrié Branch-and-Bound. Je-
doch versucht man hier, die einzelnen Teilprobleme (LP-Relangen) mittels Schnittebe-
nenverfahren zudsen. Nur wenn man dort nicht mehr weiterkommt (weil man zdné
Ungleichungen mehr kennt, die verletzt seiinkten), teilt man die Probleme awlBréan-
ching). Dies ist der Fall, falls die &sung der LP-Relaxierung nicht ganzzahlig ist (also kein
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charakteristischer Vektor einer Aslsigen bsung ist). Dann @hle eine nicht-ganzzahlige
Variablex. und generiere zwei neue Teilprobleme:

P1 mit zusatzlichen Restriktionem, = 0

P2 mit zusatzlichen Restriktionenm, = 1

Jedes der neuen Teilprobleme versucht man nun wieder nelilfieides Schnittebenenver-
fahrens zudsen. Dies ist der wesentliche Unterschied zu Branch-andawBomo man nur
gute Boundsiir jedes Teilproblem berechnerdohte, ohne den Anspruch zu haben, diese
exakt zu bsen.

Idealerweise gibt es bei Branch-and-Cut Verfahren einetivedizinen Branch-and-Bound
Baum, wahrend dieser bei Branch-and-Bound typischerweise grof} ist.

Abbildung 3.13 zeigt ein FluRdiagramriarfMinimierungsprobleme z.B'S P.

INITIALIZE OUTPUT
A

Obere Schranke
Schnittebenen— f fiir lokale

verfahren Relaxierung

Y
COMPUTE y

local lower bound 11b I
and ~< list empty )

global upper bound gub Y

Heuristik Wert einer
(Ausnutzen fraktionaler zuldssigen

Losungen) n ) Losung
(z.B. Tour) -
gub > 1lb SELECT

y

Y
n
< feas@—> BRANCH FATHOM
Y

'

y A

Abbildung 3.13: Ein FluRdiagramniif Minimierungsprobleme

Der Erfolg von Branch and Cut Algorithmen beruht auf
(a) der Verwendunguter L P-Relaxierungen
(b) schnellen Separationsalgorithméin fa)

(c) zahlreichen strategischen und algorithmischercks"



